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Uvod




1. AsimptotiCna notacija

Definicija. Naj bo dana funkcija g : N — N. Potem za f : N — N piSemo

° f(n) = (’)(g(n)), ¢e dc > 0, daje nh—g)lo % < C. f narasca kveé&jemu tako hitro kot g.

° f(n) = Q(g(n)), ¢e de > 0, daje c < nh—>n;o % f narasca vsaj tako hitro kot g.

° f(n) = @(g(’l’b)), ce 301, Co > 0, daje c1 < nli)ﬂ;o % < 9. f naraséa podobno hitro kot g.

° f(n) = O(g(’l’L)), ce je nll_)II;O % =0. f naraSca pocasneje od g.
L f(n) = w(g(n)), ce je lim Lng = +00. f narasa hitreje od g.

° f(n) Ng(n), ce je nh—>n<;10 % =1. f narasca tako hitro kot g.
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Simbole O, 2, O, 0, w in ~ bi lahko definirali na ekvivalenten nacin brez limit:

£(n) = O(g(n)), te 3e,ng>0¥n>ng : f(n) < cgln)
Intuitivno: za neko konstanto ¢ >0 je od nekega zadosti velikega argumenta ng dalje vrednost

f(n) navzgor omejena z vrednostjo cg(n).
f(n)=Q(g(n)), ¢e Ie,ng>0Yn>ng : cg(n) < f(n).

Intuitivno: za neko konstanto ¢ >0 je od nekega zadosti velikega argumenta ng dalje vrednost

f(n) navzdol omejena z vrednostjo cg(n).

f(n) =0(g(n)), ¢e ey, c2,nog>0Vn>ng : c19(n) < f(n) < cag(n).

Intuitivno: za neki konstanti ci,co > 0 je od nekega zadosti velikega argumenta ng dalje

vrednost f(n) omejena navzdol s ¢ g(n) in navzgor s cag(n).
f(n)=o0(g(n)), ¢e Ve>03Ing>0¥n>ng : f(n) < cg(n).
Intuitivno: od nekega zadosti velikega argumenta ng dalje je vrednost f(n) manjsa od g(n).
f(n) =w(g(n)), ¢e Ve>03Ing>0Vn>ng : cg(n) < f(n).

Intuitivno: od nekega zadosti velikega argumenta ng dalje je vrednost f(n) vecja od g(n).
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S pomocjo zgornjih definicij dokazemo osnovne lastnosti asimptoti¢ne notacije:

A e

f(n) =6(g(n)) = g(n) = 6(f(n)).
f(n) =06(g(n)) < f(n) =Qg(n)) A f(n) = O(g(n)).
¢ # 0 konstanta = O(|c|-g(n))
f(n) = O(h(n)) A g(n) = O
f(n) = O(h(n)) A g(n) = O(k(n)
f(n)-0O(g(n)) = O(f(n)-g(n)).

Vaja. Poskusite dokazati. (Uporabite prejsnje definicije).
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Te lastnosti uporabljamo pri razvoju izrazov z asimptoti¢no notacijo.
Kako? Izraz, v katerem nastopa leva stran L kake od spodnjih vrstic,
lahko preoblikujemo v izraz, kjer je L zamenjana z desno stranjo D:

L D
f(n)~ O(f(n))
c-O(f(n))~ O(f(n))
O(c-f(n))~ O(f(n))
f(n) —g(n) = O(h(n))~ f(n) = g(n) + O(h(n))
O(f(n))-O(g(n))~ O(f(n)-g(n))
O(f(n)) + O(g(n))~ O(g(n)), ceje f(n) = O(g(n)).

Primer. Ce bi za funkcijo T'(n) izra¢unali, da je T'(n) = 2logs n+4n+5n logg n”, bi lahko z uporabo
teh zamenjav ugotovili, da je T'(n) = O(logn) + O(n) + O(nlogn) in konéno T'(n) = O(nlogn). U
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Problemi — algoritmi - zahtevnost

Racunski problem je vsak problem, katerega resevanje zahteva kakrsno koli
obliko ra¢unanja, ki jo zmore izvesti Turingov stroj ali kak njemu ekvivalentni
model ra¢unanja (kot npr. RAM).

Racunski problem II definiramo tako, da zanj relevantne formalne parametre
povezemo v neko smiselno vprasanje.

Npr.: II = Ali graf G(V,A) z dano mnoZico vozlis¢ V in dano mnoZico usmerjenih povezav

A CV XV vsebuje Hamiltonov obhod? V tej definiciji so formalni parametri V., A in G(V, A).

Primerek (ali nalogo) 7 problema II dobimo, ko v definiciji problema IT nado-
mestimo vse formalne parametre z dejanskimi parametri.

Npr.: @ = Ali graf G(V, E) z dano mnozico vozlis¢ V = {a,b,c,d} in dano mnoZico povezav

A = {(a,b),(b,c),(c,d), (d,a)} vsebuje Hamiltonov obhod?
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Sele ko je dan (konkreten) primerek problema se lahko za¢ne racunanje resitve.
Primerki problema II se razlikujejo v svojih dejanskih parametrih.
Za nas bo pomembneje, kako se razlikujejo v svoji velikosti.

Velikost primerka m € II je dolzina besede w(7), v kateri so kodirani dejanski
parametri primerka, 7.

Predpostavka: kodirna abeceda ima vsaj dva znaka, kodiranje je brez redundanc.
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Naga naloga: za dani racunski problem II sestaviti algoritem A,
ki bo sposoben izracunati reSitev poljubnega primerka m € I1.

Algoritem A bo imel ¢asovno zahtevnost T4(n), ¢e bo med resevanjem
poljubnega primerka velikosti n opravil T4 (n) korakov.

Funkcije T'4(n) pogosto ne bomo znali/mogli/Zeleli natan¢no dolociti,
ker je spremenljiva (odvisna od arhitekture in tehnoloskih lastnosti rac.).
Zato bomo poskusali ugotoviti, kakSna je njena hitrost narascanja.

Rekli bomo: Algoritem A ima ¢asovno zahtevnost
e kvecjemu O(g(n)), ¢e bomo ugotovili: T4(n) = O(g(n));
e vsaj (U(h(n)), e bomo ugotovili: T'a(n) = Q(h(n)); in

e O(k(n)), e bomo ugotovili: Tx(n) = Q(k(n)) in Ta(n) = O(k(n)).
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Posebej bomo rekli, da je ¢asovna zahtevnost algoritma A

konstantna, ¢e bo T4 (n) konstantna funkcija: Tq(n) = O(1);

logaritmicna, ¢e bo T4 (n) logaritmicna funkcija: T4 (n) = O(logn);
polilogaritmicna, ¢e bo T4 (n) polilogaritmi¢na funkcija: T'4(n) = poly(logn);
polinomska, ¢e bo T'4(n) polinomska funkcija: T'4(n) = poly(n);
kvazipolinomska, ¢e bo T4 (n) = 2r°ly(logn),

subeksponentna, ¢e bo T4 (n) = 2°");

eksponentna, ¢e bo Ty(n) = 2P ("),

Kvazipolinomski alg. je asimptoti¢no pocasnejsi od vsakega polinomskega alg.
(a hitrejsi od vsakega exponentnega). Subeksponenti alg. je asimptoti¢no
hitrejsi od vsakega eksponentnega alg. (a pocasnejsi od vsakega polinomskega).

Podobno bomo rekli, da ima algoritem A prostorsko zahtevnost Ss(n), ¢e
bo med reSevanjem poljubnega primerka velikosti n vsaj enkrat rabil S4(n)
pomnilnigkih besed. Tudi pri S4(n) nas bo zanimalo asimptoti¢no vedenje.
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Funkcija T11(n) bo casovna zahtevnost problema II,
¢e bo za II obstajal algoritem A s cas. zahtevnostjo T'a(n) = T(n).

IT bo imel asimptoti¢no ¢as. zahtevnost reda O(g(n)), Q(h(n)) ali O(k(n)),
¢e bo za II obstajal algoritem A s ¢asovno zahtevnostjo Ta(n),

ki je reda O(g(n)), Q(h(n)) ali O(k(n)).

Podobno definiramo prostorsko zahtevnost Sp(n) problema.
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Urejanje




2. Navadno urejanje

Problem. Dana so stevila ai,as,...,a,, n > 1.

Poisé¢i razporeditev a;,, @iy, ..., 05 , da bo a;; < a;, < ... <

9 e x A4, -

Primer. Za a1 =5,a2=9,a3=7,a4=2,a5 =8, ag =1 je iskana razporeditev ag, a4, a1, as, as, as.

Za ta problema poznamo nekaj enostavnih, navadnih algoritmov, za katere velja

e vsi korakoma Sirijo trenutno urejeni del U tabele ¢
(od zacetnega U = t[1] do konénega U = t[1..n]);

e razlikujejo se v nacinu, kako razsirijo U = t[1..i]
z elementom iz neurejenega dela N = t[i+1..n].

o Ce razsiritev U = t[1..i] zahteva R(7) Casa,
je ¢as. zahtevnost urejanja cele tabele T'(n) = Z;:ll R(7).
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Zgradba navadnih algoritmov urejanja.

zancna

invarianta
f > e DD 111

| Zancna invarianta je situacija,

1 iit+l

oo U N
Razsiri urejeni del U

z eno komponento iz N

begin

Konec end.

urejeni del neurejeni del

n

ki velja ob vsakem vstopu

%f—Jgf—J v tocko * diagrama poteka.

procedure NavadnoUrejanje(t);

for i:=1 to n-1 do
Razsiri(t[1..i])
endfor

Navadni algoritmi na razli¢ne nacine razsirijo urejeni del U = ¢t|1...1],
tj. implementirajo proceduro Razsiri(t[1..1i]):
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Razsiritev z vstavljanjem: prvi element v N, tli+1], se premesti (vrine) na
ustrezno mesto v U = t[1..1].

L-X procedure Vstavi&Razsiri(t[1l..i]);
@ ' 0 begin
y & x:=t[i+1]; j:=i;
/ ﬂ\ while j>=1 and x<t[j] do
1 joditl n tlj+1):=t[3]; j--
\ J\ ) endwhile;
t[j+1]:=x
U N end.
urejeni del neurejeni del

V najslabsem primeru je treba prestaviti i elementov v U; zato je R(i) = O(i).
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Razsiritev z izbiranjem: prvi element v N, t[i + 1], se zamenja z najmanjsim

elementom v N.
procedure Izberi&Razsiri(t[1..i]);

©.- ic begin
"'QD E(D j o= i+1;
ALY while j<=n do
(LIL_TTTTIT . if t[j]<t[i+1] then
1 i i+1 J n x:=t[j]; t[j]:=t[i+1]; t[i+1]:=x
%K—J\Hf—J endif;
U N J++
urejeni del neurejeni del endwhile
end.

Da najdemo najmanjsega v N, je treba pregledati cel N; zato je R(i) = ©(n— 1).
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Razsiritev z menjavanjem: med sprehodom po N od t[n] do t[i+ 1] se vsak t[j]
(i+1 < j < n))zamenja s t|j—1], ce je t[j—1]>t[j].

procedure Menjaj&Razsiri(t[1..i]);

DDA begin
t_f\vﬂﬂ@ﬂf\ﬂﬂ for j:= n downto i+l do
TS| if t[j-11>t[j] then
\ )\ [ x:=t[j-11; t[j-11:=t[jl; tl[jl:=x
endif
endfor
urejeni del neurejeni del end.

Med sprehodom po N se opravi n—i primerjanj; zato je R(i) = ©(n—1).
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Ti trije nacini Sirjenja U[1..7] vodijo do treh navadnih algoritmov urejanja:

Navadno vstavljanje (InsertionSort):

procedure NavadnoVstavljanje(t);
begin
for i:=1 to n-1 do
Vstavi&Razsiri(t[1..1])
endfor
end.

. n—1 n—1 n—1
Casovna zahtevnost je T'(n) = > R(i) = Y. i =cY.i=ci(n—1)n = 0(n?),
i=1 i=1 i=1

kjer so ¢; € R™ in min ¢; < ¢ < max ¢;.
1<i<n 1<i<n

21 © Borut Robi&



Navadno izbiranje (SelectionSort):

procedure NavadnoIzbiranje(t);
begin
for i:=1 to n-1 do
Izberi&Razsiri(t[1..1])
endfor
end.

- n—1 n—1 n—1
Casovna zahtevnost je T'(n) = Y. R(i) = Y. ci(n—1i) = ¢ Y. (n—1i) = O(n?), kjer
i=1 i=1 i=1

so ¢; € RT in min ¢; < ¢ < max ¢;.
1<i<n 1<i<n
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Navadno menjavanje (BubbleSort):

procedure NavadnoMenjavanje(t);
begin
for i:=1 to n-1 do
Menjaj&Razsiri(t[1..1i])

endfor
end.
5 — n—1 n—1
Casovna zahtevnost je T'(n) = Z R() = Y ci(n—i) =c> (n—1i) = O(n?),
kjer so ¢; € RT in min ¢; <c < max c;.
1<i<n 1<i<n
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Opisani algoritmi za urejanje n Stevil imajo ¢asovne zahtevnosti reda O(n?).

Zgornja meja O(n?) pa je za vse te algoritme tesna: vsak jo pri nekih vhodnih
podatkih doseze. (Razmislite pri katerih.)
Torej vsak od navadnih algoritmov v nagslabsem primeru zahteva O (n?) casa.

Sklep. Navadni algoritmi urejanja n Stevil imajo ¢asovno zahtevnost ©(n?).
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3. Spodnja meja

casovne zahtevnosti urejenja

Vprasanje: Ali se da sStevila aq,as,...,a, urediti hitreje?

Vsak algoritem urejanja mora vsako od n Stevil vsaj prebrati; za to rabi ©(n)
casa. Sledi, da ima vsak algoritem urejanja n Stevil ¢asovno zahtevnost (n).

Vprasanje: Ali je Q(n) tesna spodnja meja za ¢as. zaht. urejanja n Stevil?
Vprasajmo drugace: Ali obstaja algoritem, ki uredi a1, as,...,a, v ¢asu O(n)?

Odgovor na to bomo dobili v tem razdelku.
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Kako do odgovora?

Pri navadnih algoritmih urejanja se poleg obi¢ajnih aritmeti¢no-logi¢nih operacij
pojavljata se dve operaciji: primerjanje Stevil a;, a; in premestitev stevila a;.

V nadaljevanju pa se bomo osredotocili le na operacijo primerjanja in ocenili,
kolikokrat jo je treba izvesti med urejanjem aq,as, ..., a,.

Cemu ta omejitev?
Na$ namen je oceniti, najmanj koliko primerjanj je potrebnih za ureditev stevil
ai,as,...,a,, ne glede na algoritem urejanja. Ker aritmeti¢no-logi¢nih operacij

in premestitev ne bomo steli, bo ocena neka spodnja meja za stevilo vseh operaciy,
ki jih mora izvesti katerikolt znani ali Se neznani algoritem urejanja.
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Odlocitvena drevesa in urejanje

Kako bi uredili aq, ag, .. ., ap, ¢e bi imeli na voljo le operacijo primerjanja a;, a;?

Algoritem, ki bi smel uporabiti le to operacijo, bi moral ugotoviti, kako so ta
Stevila razvrScena z relacijo <, ne bi pa jih premestil na njihova prava mesta.

Algoritem, ki to zmore, se ravna po odloc¢itvenem drevesu, ki ga lahko priredimo
Stevilom aq,as,...,a,. Za motivacijo poglejmo primer, ko je n = 3.

Algoritem zacne v korenu drevesa. Tam primerja a z b.
Ce je a < b, nadaljuje po povezavi + (,,da”), sicer pa po
povezavi - (,,ne”).

V vsakem vozliscu, ki ga doseze, primerja dve Stevili
in odvisno od rezultata nadaljuje po povezavi + ali - .

To ponavlja, dokler ne vstopi v rdeco povezavo. Tam izve,
a<c<b c<a<b b<c<a ¢<b<a da so a,b, c urejena tako, kot piSe na koncu povezave.
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Posplositev

Zamisel posplosimo na pojubnih n > 1 Stevil.
Stevilom aq,as, ..., a, priredimo dvojisko drevo T}, z naslednjimi lastnostmi:

(i) vsako notranje vozlisce vsebuje neko primerjanje a; < a; (i # j);
(ii) v listih so vse permutacije Stevil a1, ao, ..., ap;

(iii) permutacija a;,,a;,,...,a;, je v listu éeinsamo ce a;, <a;, <...<ay,
izpolnjuje izide vseh primerjanj na veji do tega lista.

V splosnem lahko Stevilom aq,as,...,a, priredimo ve¢ razlicnih dreves T,,.
Oblika vsakega je odvisna od tega, kako so primerjanja prirejena notranjim vo-
zlistem. Kljub razlikam v obliki pa mora imeti vsako od teh dreves n! listov.
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Teorijo grafov pravi:

Ce je visina h(T) drevesa T definirana kot $tevilo notranjih vozlis¢é na najdaljsi
veji drevesa T', potem za vsako dvojisko drevo T z £ listi velja h(T) = [log, £].

V nasem primeru je T'=T,, in ¢ = n!, zato velja h(T,) > [log, n!].
Ugotovili smo: visina vsakega drevesa T, je vsaj [log, n!].

Na§ algoritem bo pri nekih podatkih aq,as,...,a, izvedel (vzdolz neke veje)
vsaj [logy n!| primerjanj, da bo ugotovil, kako so podatki razvrsceni po velikosti.
Poglejmo, koliko je [log, n!]:

[log, n!] > log, n! %//Stlrhngov obrazec: n! &~ 27rn< ) // logz[ ( )n] =

1 1
log22—|- log27r—|- log2n+nlog2n—nlog26—

=nlogon —cin +calogon+c3 > cnlogn = Q(nlogn)//kjer SO ¢1,cC2,C3,C € ]R+//.

Sklep. Vsak algoritem urejanja, ki uporablja operacijo primerjanja dveh Steuvil,
zahteva za ureditev vsaj enega zaporedjan Stevil C2(nlogn) operacij primerjanja.
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Primer. Drevo T}.

()

abcd abdc  adbe  dabc

o dg @ n
@ @ bacd badc bdac dbac @ @

acbd acdb adcb dacb cabd cadb cdab dcab bcad 17cda bdca dbca cbad cbda cdba dcba
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4. Heapsort — Urejanje s kopico

Videli smo, da ni algoritma urejanja, ki bi uporabljal operacijo primerjanja in
bil asimptoti¢no hitrejsi od Q(nlogn).

Zdaj se seveda vprasamo, ali morda obstaja algoritem, ki uporablja operacijo
primerjanja in doseze najmanjso mozno ¢asovno zahtevnost O(nlogn)?

Odgovor je da; tak algoritem bomo opisali v tem razdelku. Uporabljal bo
podatkovno strukturo, imenovano kopica.
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Definicija. Kopica stevil s1,...,s, je dvojisko drevo T'(V, E) z lastnostmi:

o V={s1,...,5,} je mnozica vozlis¢;
e Ce ima vozliiCe s; sina s;, je s; > s; (ocCe je vecji ali enak svojim sinom);
e zaneki d € N ima vsaka veja d ali d — 1 povezav; (drevo je karseda nizko);

e daljse veje so levo od krajsih (drevo je levo poravnano).

V splosnem lahko stevilom s1, ..., s, priredimo ve¢ razlicnih kopic. Tu je primer.
@ ______ nivo 0 Kopica desetih stevil 4, 2, 1, 10, 5, 6, 16, 11, 9, 8
@ o ol (d = 3; oznaceni so tudi nivoji, kjer so vozlisca).
------ nivo

Opazimo: (a) ¢e je L-s;-D kopica s korenom s;

@ o o ° ------ nivo 2 in poddrevesoma L in D, sta tudi L in D kopici;

(b) koren kopice je najvecje Stevilo v kopici;
° o ° ---- nivo 3 =d (c) vozlisca vzdolz veje so urejena po velikosti.

Koliko je d? Kopica je polno drevo: vsak nivo ¢, razen morda zadnji ¢ = d, ima 2¢
vozlis¢. Zato je d najmanjSe naravno stevilo, za katerega je Z?;g 2t <n< Zzl:o 2t

tj. 29— 1<n< 29 —1 0z. d—1<logy(n+1)—1<d. Sledi d = [log,(n + 1) — 1].
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Dana stevila aq,as,...,a, naj algoritem uredi v narascajotem vrstnem redu,
tj. razporedi v zaporedje a;,, a;,,...,a; ,dabo a;; <a;, <...<a;,.

Kako bo nas algoritem uporabil kopico?

Zamisel:

A. Iz stevil a1, a9, ...,a, sestavi zacetno kopico Stevil a1, as, ..., a,.

B. [Izloc¢i koren kopice in ga shrani, na njegovo mesto prestavi enega od listov
(npr. skrajno desnega na najnizjem nivoju).

C. Dobljeno drevo popravi v kopico. Kako? Prestaviljeni list pogrezni vzdolZ
ustrezne veje na prvo mesto, kjer bo vecyi ali enak od tamkajsnjih sinov.
Takrat bo drevo kopica, a z enim vozliS¢éem manj.

D. Ponovi koraka (B,C) nad to kopico.

Ko se ponavljata koraka (B,C), se nabirajo izlo¢eni koreni, urejeni po velikosti,
kopica pa kopni, dokler ni iz nje izlo¢eno zadnje vozliSce. Takrat se algoritem ustavi.
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Delovanje algoritma kaze naslednji primer.

(16) ® 1
(1) () ® & °) (@) i o (©) O ) ©

@ °°° 10 5 6 8 10 5 6 8 10 5 6 8
olelo plolo (G pl€

) @ @ @® o), @@
~—~

() 10 9 (B) 10 9 (B) 10 9 ©) @ 9 ©)
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Zdaj pa to zamisel razvijmo v algoritem. Poglejmo vsakega od korakov A,B,C,D.

A. Sestavljanje zacetne kopice

Stevila ai,as,...,a, naj bodo dana v tabeli ¢t z n komponentami t[i] = aj.
Na tabelo t glejmo, kot da je zapis dvojiskega drevesa T'(t), definiranega takole:

e vozlisca drevesa T'(t) so Stevila t[1],t[2], ..., t[n];
e koren drevesa T'(t) je stevilo t[1];
e Cejet|i]ocev T(t),stat|2i] oz. t[2i+]l] (¢e obstaja) njegov levi oz. desni sin.

412|1(10(5]|6]16]11]9]8
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 °

Primer. Dana so stevila 4, 2, 1, 10, 5, 6, 16, 11, 9, 8 v tabelit =
Po zgornji definiciji tabela t opisuje tole drevo T'(t):

Komponente tabele t so ¢rne, njihovi indeksi pa rdeci.
Opazimo, da zaporedne komponente t[1], t[2], ..., t[10]
zapolnijo nivoje drevesa T'(t) po vrsti od zgoraj navzdol,

vsak nivo pa po vrsti od leve proti desni.
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Drevo T'(t) v splosnem ni kopica (glej zgornji primer).
Preden se lahko za¢ne (B), bo treba T'(t) preurediti v kopico. Kako?

Predpostavimo, da bi imeli na voljo proceduro PopraviVKopico(t,i,n), ki bi
v dvogiskem drevesu T'(t) popravila drevo, katerega koren ima indeks i, v kopico
— to bi znala storiti ob predpostavki, da sta obe poddrevesi tega korena Ze kopici.

Potem bi lahko T'(¢) preuredili v kopico tako, da bi po nivojih od spodaj navzgor
popravili vsa drevesa s koreni na tekoc¢em nivoju. (Ta vrstni red bi zagotovil, da
bosta ob vsakem klicu PopraviVKopico(t,1i,n) poddrevesi vozlisca i ze kopici.)

Popravljanje bo teklo v Zelenem vrstnem redu, ¢e bodo vozlis¢a obiskana po
padajocih indeksih i (v zgornjem primeru 10,9,8,7,6,5,4,3,2,1). Listi drevesa T'(t)
so ze kopice, zato se popravljanje sme zaceti z zadnjim ocetom, tj.i=|n/2].

To izvede spodnji programski odsek, ki t preuredi tako, da T'(t) postane kopica.

for i:=(n div 2) downto 1 do
PopraviVKopico(t,i,n) |Moramo razviti!!
endfor;
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B. Izlocanje korena in prestavljanje lista

Zdaj tabela t opisuje kopico T(t).

Iz kopice T'(t) moramo izloc¢iti koren in ga nadomestiti z zadnjim listom. To
dosezemo tako, da zamenjamo prvo in n-to komponento tabele ¢ in zabelezimo,
da prvih n—1 komponent opisuje drevo, n-ta komponenta pa izlo¢eni koren.

To se bo ponavljalo nad ¢edalje manjSimi kopicami. Zato bo t ostala sestavljena
iz. delov t[1..r] in t[r+1..n], kjer bo v prvem delu opis trenutnega drevesa, v
drugem pa vsi dotlej izloceni koreni. Prvi se bo manjsal, drugi vecal, tj. » manjsal.

Spodnji programski odsek zamenja koren trenutne kopice z njenim zadnjim lis-
tom in vkljuci stari koren v drugi del tabele t tako, da zmanjsa mejo » med njima.

x:=t[1]; t[1]:=t[r]; tlr]:=x;
r--;
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C. Popravljanje drevesa v kopico

Ko je koren izlo¢en in nadomescen z listom, je treba drevo, opisano v t¢[1..r],
popraviti v kopico. Kako?

V vsakem koraku popravijanja se prestavijeni list primerja s svojima sinovoma,
ce je katert od njiju vecyi od lista, se list zamenja z vecjim od sinov.

Tako se list pogrezne tja, kjer je vecji ali enak od sinov. To opravi procedura
PopraviVKopico(t,i,r), ki predpostavlja, da sta poddrevesi vozlisca ¢ ze kopici.

procedure PopraviVKopico(t,r,i); |V drev. t z r vozlisci popravi
begin |drevo s korenom ind=i v kopico
if i<=(r div 2) then |Ce je koren oce,
S:=2%1; |bo s indeks levega sina.
if s+1<=r then |Ce obstaja se desni sin,
if t[sl<t[s+1] then s++ endif |bo s indeks vecjega od sinov.
endif;
if t[il<t[s] then |Ce je oce manjsi od tega sina,
x:=t[i]; tlil:=tls]; tls]l:=x; |ju zamenjaj.
PopraviVKopico(t,r,s) |Popravi v kopico poddrevo,
endif |katerega koren ima indeks s.
endif
end.
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D. Algoritem Heapsort

Zdaj lahko zgornje odseke zdruzimo v cel algoritem za urejanje s kopicami.

procedure Heapsort(t,n);
begin
for i:=(n div 2) downto 1 do
PopraviVKopico(t,n,i);
endfor;
r:=n;
while r>1 do
x:=t[1]; t[1]:=t[r]; tlr]:=x;
r=—;
PopraviVkopico(t,r,1)
endwhile
end.
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| Sestavi zacetno kopico t[1..n]

| Zamenjaj v t[l1..r] koren in list
|Izloci bivsi koren t[r]
|Popravi drevo t[l1..r] v kopico
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Casovna zahtevnost algoritma Heapsort

Casovna zahtevnost sestavljanja zacetne kopice (korak A)?

Groba analiza koraka A: Ce bi se PopraviVKopico(t,n,i) klicala pri vsakem
i=mn,n—1,...,1in ¢e bi pri vsakem 17 izvedla d = [log,(n+1) — 1] pogrezanj,
bi sestavljanje zacetne kopice zahtevalo nd = n[log,(n+1) — 1] = O(nlogn)
pogrezanj (primerjanj in zamenjav ). Sklep: A bi zahtevala O(nlogn) casa.

Natanéna analiza koraka A: Ocena O(nlogn) ni napacna, je pa pregroba.
S podrobnejso analizo pokazemo (glej knjigo), da korak A zahteva ©O(n) casa!

Koraka B in C se izvedeta n-krat. Izvedba enega para B,C zahteva kvecjemu
1 + d operacij (primerjanj in zamenjav), izvedba n parov pa kvec¢jemu n(d + 1),

kar je zaradi d < logy n+ 1 reda O(nlogn). Natancna analiza da enak rezultat.

Sklep. Algoritem Heapsort ima ¢asovno zahtevnost ©(nlogn).
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Metode razvoja algoritmov




5. Kratek pregled metod

Zelimo si splosnih pristopov k razvoju algoritmov, tj. metod, ki nas bodo sis-
tematicno usmerjale pri nasih poskusth, da bi razvilt algoritem za dani problem.
Obravnavali bomo naslednje metode:

Deli in vladaj.

Dinamico programiranje.
Pozresnost (ali Pozresna metoda.)
Sestopanje.

Gola sila.

(Naravna inteligenca.)

Obicajno preizkusimo ve¢ metod. Razlicne metode vodijo do razli¢nih algorit-
mov za dani problem. Sele analiza teh algoritmov in eksperimentalno testiranje
na realnih primerkih problema razkrijeta, kateri algoritem je najustreznejsi.
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Deli in vladaj




6. Quicksort — Hitro urejanje

Vprasanje.

Ali poleg algoritma Heapsort obstaja Se kakSen algoritem, ki uporablja operacijo
primerjanja Stevil in doseze najmanjso mozno ¢asovno zahtevnost ©(nlogn)?

Odgovor je da; tak algoritem bomo opisali v tem razdelku.
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Prva zamisel: Quicksort prvic

Stevila a1, as, . . ., an, ki jih zelimo urediti v naragéajocem redu, so v tabeli ¢[1..n].
Zamislimo si naslednji algoritem:

A. Izberieno izmed komponent tabele t[1..n], denimo t[m]. Njeno vsebino a,,
oznali s p, torej p := t[m]. (To bo t.i. pivot oz. delilni element.)

al ao D QAn

t

1 m n

B. Prerazporedi vsebine komponent tabele ¢ tako, da bodo ¢ sestavljale tri
tabele t1,%2,t3 z lastnostmi, kot kaze spodnja slika:

t1(vsi<p) to t3(vsi=p)
7 7N ~ ~ = ~ 7\ ~
t ajq | Aja p Ajp

C. Uredity ints, in to kar z algoritmom, ki ga razvijamo v teh tockah A ,B,C.
(Algoritem bo zato rekurziven.)
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Quicksort. Zgornji algoritem imenujemo Quicksort. Izvajanje opisuje proce-
dura Quicksort(t,r,s), ki tabelo t[r..s] stevil uredi v naras¢ajocem redu.

procedure Quicksort(t,r,s); |Uredi tabelo tlr..s]
begin
if s<=r then return endif; |tl[r..s] je trivialna, zato koncaj
p := Pivot(t,r,s); | Izberi delilni element p
j := Razdeli(t,r,s); |Razdeli t[r..s] v tlr..j-1]1,t[jl,t[j+1..s]
Quicksort(t,r,j-1); |Uredi tabelo tl[r..j-1]
Quicksort(t,j+1,s) |Uredi tabelo t[j+1..s]
end.

Razlaga. Ce ima t ni¢ ali le eno komponento, je t urejena in Quicksort se konéa.
V nasprotnem Pivot(t,r,s) izbere p, procedura Razdeli(t,r,s) pa preraz-
poredi komponente tabele t [r..s] (=t) v tabeli t[r..j-1] (=t1) in t[j+1. .s]
(=t3), med katerima je t[j1=p (=t2), in vrne j. Klica Quicksort(t,r,j-1) in
Quicksort(t,j+1,s) uredita tabeli t[r..j-1] (=t;) in t[j+1..s] (=t3).

Raba. Stevila ai,as,...,a, so v tabeli t[1..n]. Klic Quicksort(t,1,n) uredi
t v narascajocem vrstnem redu, in sicer na mestu, kjer je t.
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Zdaj pa podrobneje opisimo Se proceduri Pivot(t,r,s) in Razdeli(t,r,s).

A. Izbiranje delilnega elementa — Pivot(t,r,s)

Prvi nac¢in dolo¢anja pivota smo razkrili ze v tocki A: procedura Pivot(t,r,s)
izbere vsebino ene od komponent tabele t[r..s], torej p := t[m], kjer r < m < s.
Kaksen naj bo indeks m? Tu je ve¢ moznosti; na primer

r—|—sJ

o m:=r; em:=s; em:=|"

e m := nakljucno izbran v {r, ..., s}.

Pri drugem na¢inu Pivot(t,r,s) izracuna p iz ve¢ komponent tabele t[r..s];
npr.

o p:=g(t[r]+t[s]); ep:=z(tlr]+t[[=L2]]+t[s]); e p:=mediana t[r..s];

Ali lahko mediano izracunamo hitro? Odgovorili bomo v enem od naslednjih
poglavij. Pozor: pri drugem nacinu se lahko zgodi, da je tabela to prazna (zakaj?).
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B. Razdelitev tabele s prerazporejanjem — Razdeli(t,r,s)

Radi bi, da bi prerazporejanje razmestilo vsebine komponent ¢[r .. s] tako, da bo

1. zanekij (r<j<s) vsebina t[j] dokonéno na svojem mestu v tabeli t[r .. s];
2. vsebina vsake od komponent t[r], ..., t[j—1] manjSa ali enaka vsebini t[j];
3. vsebina vsake od komponent t[j+1],...,t[s] ve¢ja ali enaka vsebini ¢[j].

Tako prerazporejanje izvede procedura Razdeli(t,r,s) (na naslednji stani).
Ta prerazporedi vsebine komponent tabele t[r..s] (=t) v t[r..j-1] (=t1) in
t[j+1..s8] (=t3), med katerimajet[j] (=t2), tako daso vse t[r..j-1] < t[j],
ta pa < od vseh t[j+1..s]. Procedura vrne tudi indeks j.

Razdeli(t,r,s) ima dva indeksa. Prvi gre od zacetka t v desno, drugi od
konca v levo. Ce naletita na Stevili, ki sta na napacnih straneh pivota, se Stevili
zamenjata, indeksa pa nadaljujeta do naslednje te situacije, dokler se ne srecata.
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Pozor: Razdeli(t,r,s) predpostavlja, da je pivot Ze v prvi komponenti tabele
t[r..s]. (CePivot(t,r,s) izbere kako drugo komponento t [m] tabele t [r. .s],
mora potem zamenjati Se vsebini komponent t [m] in t [r], da bo pivot v t [r].)

procedure Razdeli(t,r,s) return int; |Razdeli t[r..s] v tl[r..j-1],
begin |t [j]1,t[j+1..s] glede na p=t[r]
p:=tlr]; i:=r; j:=s+1;
while true do
while t[++i]<p do if i=s break endif endwhile; |i od r+l1 v desno
while p<t[--j] do if j=r break endif endwhile; |[j od s v levo

if j<=i then break endif; |ce se i,j ne srecata,
x:=t[i]; tli]:=t([jl; t[jl:=x |zamenjaj vsebini t[il],t[j]
endwhile;
x:=t[r]; tlr]l:=tl[jl; tljl:=x; |zamenjaj vsebini tl[r],t[j]
return j |vrni indeks j

end;
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Opomba. Quicksort zacetno nalogo ,,Uredi t” problema ,,Uredi tabelo stevil”
razdeli v dve manjsi nalogi ,,Uredi t1” in ,,Uredi t3 7 istega problema. Ko manjsi
nalogi resi, postane (pri tem problemu) resena tudi zacetna naloga. Deljenje
naloge na manjse naloge iste vrste in sestavljanje resitev manjsth nalog v resitev
dane naloge je bistvo metode Deli in vladaj (ve¢ o njej v naslednjem poglavju).
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Druga zamisel: Quicksort drugic

Prejsnji algoritem Quicksort razdeli t v t1,1t2,t3, kjer ima to eno komponento p.
Ceso ai,as,...,a, paroma razliéni ali je enakih malo, je to smiselno (ker v t1,t3
ostane ni¢ ali malo Stevil p). Ce pase v ai,as,...,a, Stevila pogosto ponavljajo,
je v ta bolje vkljuciti vse komponente z vsebino p (da sta t1, t3 manjsi).

To je podlaga za naslednjo razlicico algoritma Quicksort:

A. Izberi v tabeli t[1..n] pivot p := t|m].

al ao P An

t

1 m n

B. Prerazporedi vsebine komponent tabele ¢ tako, da bodo ¢ sestavljale tabele
t1,t2,t3, kjer bodo v ty vsebine vseh komponent = p, v t; vsebine vseh
komponent < p, v t3 pa vsebine vseh komponent > p:

t1 (vsi<p) to (vsi=p) tg(vsi>p)
N\

N\ N\

t ajy | Q5o Ajp,

C. Uredi vsako od t; in t3 rekurzivno (poklice samega sebe).
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Quicksort. Procedura Quicksort(t,r,s) uredi t[r..s] v naras¢ajocem redu.

procedure Quicksort(t,r,s); |Uredi tabelo tl[r..s]
begin
if s<=r then return endif; |t[r..s] je trivialna, zato koncaj
u:=r; i:=r+1; v:=s;
p:=Pivot(t,r,s); | Izberi delilni element p
(u,v) :=Razdeli(t,r,s);|Razdeli t([r..s]:tl[r..u-1],t[u..v],t[v+1l..s]
Quicksort(t,r,u-1); |Uredi tabelo t[r..u-1]
Quicksort(t,v+1,s) |Uredi tabelo t[v+1..s]
end.

Razlaga. Ce ima t ni¢ ali eno komponento, je t Ze urejena in Quicksort se konca.
Pivot(t,r,s) izbere p. Razdeli(t,r,s) prerazporedi t[r..s] (=t) v tabeli
tlr..u-1] (=t;) in t[v+1..s] (=t3), med katerima je tabela t[u..v] (=t2),
in vrne meji u, v. Quicksort(t,r,u-1) in Quicksort(t,v+1,s) uredita tabeli
tlr..u-1] (=t1) in tv+1..s] (=t3).

Raba. Quicksort(t,1,n) uredi t (na mestu) v naras¢ajotem vrstnem redu.
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A,B. Izbiranje delilnega elementa, razdelitev tabele s prerazporejanjem

Procedura Pivot(t,r,s) je lahko taksna kot pri prvi razli¢ici.

Spremeni pa se Razdeli(t,r,s), saj mora prerazporediti t[r..s] v tr
tabele (netrivialne) t[r..u-1], t[u,v], t[v+1..s] in vrniti dva indeksa, u, v.

Razlaga. Med sprehodom i od r+1 do v procedura Razdeli(t,r,s) obnavlja
u,v tako, da v vsakem trenutku velja naslednja zancéna invarianta

(t[rl..t[u-11<p)A(t [ul..t [i-1]=p)A(t [i]..t [v] neobiskani)A(t [v+1]..t [sI>p).

Ta nam pove, da bo t [r. .s] pri i=v razdeljena v tri tabele t [r..u-1], t [u. .v],
t[v+1l..s], za katere bo veljalo t[r..u-1]<p A t[u..v]=p A t[v+1..s]>p.
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Pozor: Razdeli(t,r,s) predpostavlja, da je pivot Ze v prvi komponent: tabele
t[r..s]. (Pivot(t,r,s), ki bi izbral kako drugo komponento tabele t[r..s],
denimo t [m], bi moral potem zamenjati Se vsebini t [m] in t[r].)

procedure Razdeli(t,r,s) return (int,int);

begin
p:=tlr]; u:=r; v:=s; i:=r+i; |t[r] je pivot
while i<=v do
if t[il<p

then x:=t[ul; tlul:=t[i]; t[i]:=x; u++; i++

else if t[il>p
then x:= t[i]; t[i]l:=tl[v]; tlv]:=x; v-—-
else 1i++
endif

endif

endwhile
end;
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Analiza casovne zahtevnosti algoritma Quicksort

Kaksno je ¢asovna zahtevnost T'(n) urejanja t[l..n] z algoritmom Quicksort?
Poglejmo prvo razli¢ico algoritma in ob korakih zapiSimo njihove zahtevnosti:

procedure Quicksort(t,1,n); |
begin
if n<=1 then return endif; |
p := Pivot(t,1,n); |
j := Razdeli(t,1,n); |
Quicksort(t,1,j-1); |
Quicksort(t,j+1,n) |
end.

T(n)

Theta(1)
Theta(1)
Theta(n)
T(j-1)
T(n-j)

T'(n) je vsota vseh prispevkov, T'(n) = ©(1) +O(1) + O(n) + T'(j—1) + T'(n—j).
Ce uporabimo osnovne lastnosti asimptoti¢ne notacije, dobimo

T(n)=T(-1)+T(n—-7)+6(n). (%)
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Resitev (x) je odvisna od j (kjer se znajde pivot, oz. od |t1]| = j—1in [t3] = n—j).

Glede na to definiramo dve ekstremni izvedbi algoritma Quicksort: pri prvi sta

- n—1

t1] in |t3] karseda razlicna (j = 1), pri drugi pa karseda podobna (j ~ "5=).

Pri prvi ekstremni izvedbi enacba (%) preide v T'(n) = T(0) + T'(n—1) + ©(n),
ta pa zaradi T(0) = ©(1) v

T(n)=T(n—1)+ 60(n),

ki ima reSitev T'(n) z lastnostjo T'(n) = ©(n?). (Analiza za najslabsi primer)

Pri drugi ekstremni izvedbi (x) preide v T'(n) = T([22]) + T(| 252 ]) + ©(n),

ta pa zaradi T([251]) + T([ %51 ]) < 27(%) v
T(n) < 27(3) + O(n).

katere resitev T'(n) ima lastnost T'(n) = ©(nlogn). (Analiza za najboljsi primer)
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Analiza za povprecni primer

V praksi je izvedba Quicksort redko ekstremna; najveckrat je ,,nekje vmes”.

Analiza take izvedbe je bolj zapletena, ker mora upoStevati tudi verjetnostni
porazdelitvr tabel t in pivotov, ki jih vraca Pivot.

Ti porazdelitvi obic¢ajno nista znani, zato bomo za prvi priblizek resni¢nosti
vzeli, da so vse tabele t enako verjetne, prav tako tudi rezultati procedure Pivot.

Analizo bomo poenostavili (a vseeno dobili enak rezultat) Se s tole predpostavko:

Predpostavka 1. Elementi tabele t[1..n] naj bodo paroma razli¢ni.

Na§ cilj je izra¢unati T'(n), pricakovano ¢asovno zahtevnost algoritma Quicksort.
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Naj bo D(k) dogodek, da je p =Pivot(t,r,s) po velikosti k-ti najmanjsi element
v t[r..s]. Naj bo P(k) verjetnost dogodka D(k).

Razdeli(t,r,s) prerazporedi t[r..s| v t[r..j—1], t[j] in t[j+1..s]. Torej je t[j] = p.
Ce je p po velikosti k-ti najmanjsi element v t[r..s], je v prvi tabeli k—1 elemen-
tov, v drugi en element, v tretji pa s—r+1—k elementov.

Pri zacetni tabeli t je r = 1, s = n, zato je po prerazporejanju v prvi tabeli
k — 1 elementov, v drugi eden, v tretji pa n — k elementov.

Zdaj imamo vse, kar rabimo, da lahko izrazimo pricakovani ¢as urejanja t[1..n|:

T(n)=Y Pk)[T(k—1)+T(n—k)+06(n). ()
k=1

Tu je ©(n) ¢asovna zahtevnost procedur Pivot in Razdeli.
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Enacbo (xx) zelimo razviti, zato moramo poznati verjetnosti P(k).
Za zacetek lahko smiselno predpostavimo, da so vse enake:

Predpostavka 2. Velja P(k) = % zavsak k=1,...,n.

Zdaj se enacba (xx) da preoblikovati.
Trditev. Iz (xx) sledi enacba

T(n) =en+ > 3 T(k) (5 % %)

Tudi (% **) je rekurzivna. Iz nje ni razvidno asimptoti¢no vedenje funkcije T'(n).
Lahko pa strogo dokazemo tole:

Trditev. Za resitev enacbe (x x *) velja T'(n) < 2(b + ¢)nlnn, kjer b, c € R.

Sklep. Algoritem Quicksort(t,1,n) ima pri¢akovano ¢asovno zahtevnost ©(nlogn).
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/. Metoda deli in vliadaj

Prirazvoju algoritmov véasih lahko uporabimo metodo, imenovano Del: in viadaj.
Njeno bistvo je:

Nalogo N problema P razdeli na manjse podnaloge,
te rest
in 1z njthovth resitev sestavi resitev naloge N .

Podnaloge so lahko primerki drugih racunskih problemov. Posebno zanimivo
pa je, ko so vse podnaloge primerki problema P. Ali nam bo uspelo najti take
podnaloge, je odvisno od samega problema P.

Nevede smo metodo ze srecali pri algoritmu Quicksort. Tam smo nalogo N = ,,uredi tabelo t”
razdelili s proceduro Razdeli na dve podnalogi N; = ,,uredi tabelo t;” in Ny = , ,uredi tabelo t3”.
Podnalogi smo resili kar s klicem samega algoritma Quicksort. Po izteku rekurzivnih klicev smo iz
urejenih t1 in t3 ter trivialne to brez dodatnega dela sestawilt urejeno tabelo t = t1tats.
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Splosno.

Dana sta problem P in njegov primerek, tj. naloga N € P, velikosti n. Denimo,
da smo N razdelili na p > 2 podnalog Ny,..., N, velikosti nq,...,n,, ki so
vse primerki problema P. Denimo, da je P tak, da je treba reSiti a podnalog
N;,,...,N; , dalahko iz njihovih reSitev sestavimo resitev naloge N. Ker so vse
podnaloge primerki problema P, lahko za njihovo reSevanje uporabimo kar A.
Ogrodje algoritma A je torej tako:

procedure A(N); |Algoritem A, razvit po metodi Deli in vladaj
begin
if n<=1 then |Ce N trivialna naloga, vrni trivialno resitev
Vrni_resitev(N)
else |Ce N ni trivialna naloga
Razdeli(N) ; |razdeli N na podnaloge N_1,...,N_p
A(N_i_1); |lresi N_i_1
e | ...
A(N_i_a); |resi N_i_a
Sestavi (N) | sestavi resitve a podnalog v resitev naloge N
endif
end.
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Casovna zahtevnost algoritma A

Naj bodo T'(n), R(n), S(n) cas. zaht. procedur A(N), Razdeli( N) in Sestavi(IN).
Iz algoritma A sledi, da je
T(n)=T(n;)+...+T(n;,)+ R(n)+ S(n).

Ce velikosti n; niso znane, te enacbe ne moremo razviti v koristnejso obliko.
Ce pa nam uspe razdeliti N na (priblizno) enako velike IV;, potem za neki ¢ > 2
velja n; = 2 (ali pa n; = %). Enacbo zdaj lahko preoblikujemo v

T(n) =al'(%)+ R(n)+ S(n).
Pri n =1 je N trivialna in resljiva v nekem konstantnem casu b > 0.

Skratka: e nam uspe razdeliti N na c-krat manjSe podnaloge, od katerih jih
moramo a resiti, potem se enacba za ¢asovno zahtevnost 7'(n) algoritma A glasi:

T(n) =

b cen < 1;
{ ()

al' (%) +R(n) +S(n) cen>1,

kjersoa >1,b>01in ¢ > 2.
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Kako izracunati T'(n) iz rekurzivne enacbe (x)?

Pisimo
f(n) = R(n)+ S(n).

f(n) je skupen ¢as, potreben za razdelitev N na p podnalog in sestavljanje resitev
a podnalog v resitev naloge N. Zanimali nas bodo problemi, kjer f(n) narasca
kvecjemu polinomsko hitro.

V nadaljevanju izra¢unamo T'(n) za splosno f(n), potem pa za polinomsko f(n).
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T'(n) za sploSno funkcijo f(n)

Iz enacbe (x) lahko izpeljemo naslednji izraz za T'(n):

log. n
T(n) =n'%® [b+ > L1 Kerjen>1inT(1)=b  (xx)
k=1

T(n) za polinomsko funkcijo f(n) = btn,d > 0

Ce ta f(n) vstavimo v (x*) dobimo

2 m
T(n):bnlogca[1+%+<%> +...+<d> ], kier n > 1, m = log, n.

a

. .o . LY . . . . . d
V oglatih oklepajih je geometrijska vrsta. Njena vsota je odvisna od velikosti <

v primerjavi z 1. Zato analiziramo vse tri moznosti.
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Ugotovimo tole:

U

e Ceje & > 1, potem je T(n) = O(nd)

a

e Ceje & =1, potem je T(n) = O(n%logn)

o @|O&

o Ceje & <1, potem je T'(n) = O(n'°%*)

in strnemo v naslednji izrek.

Izrek. (Glavni izrek metode Deli in vladaj) Za resitev T'(n) enacbe

b cen =1,
al(%) +bn® cen > 1,

kijersoa>1,b> 0, c>2in d > 0, velja naslednje:

O(nd) ce & > 1;
T(n) =14 O(n%logn) ¢e % =1;
O(nlos:2) e % <1
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Primer 1. Preizkusimo izrek na algoritmu Quicksort. Ce pivot razdeli tabelo
na prvo in tretjo podtabelo (srednja je trivialna, zato p = 2), ki sta vedno enako
veliki, je Quicksort oblike A za ¢ ~ 2. Ostali parametri so: a = 2, ker je treba
urediti dve podtabeli; b > 0 konstanta brez vpliva; in d = 1, ker ima razdelitev
tabele na tri podtabele zahtevnost O(n), sestavljanje koncne urejene tabele iz
urejenih podtabel pa ©(1). Vidimo, da je % = % = 1. Po zgornjem izreku je
T(n) = O(n%logn) = O(nlogn). To se sklada z analizo algoritma Quicksort za

najboljsi primer.

Primer 2. Preizkusimo izrek na algoritmu BinSearch za dvojisko iskanje ele-
menta e v urejeni tabeli. Algoritem poznamo: cCe je srednji element s tabele
enak iskanemu e, je iskanje uspesSno, sicer se iskanje nadaljuje v podtabeli levo
0z. desno od s (Ce e < s 0z. s < e). BinSearch je torej oblike A. O¢itno je p = 2
(vedno sta dve podtabeli); ¢ ~ 2 (podtabeli sta enako veliki); a = 1 (iskanje se
nadaljuje v eni podtabeli); d = 0 (delitev tabele na dve je trivialna; prav tako
tudi sestavljanje kon¢énega odgovora). Torej imamo % = % = 1, zato je po
zgornjem izreku ¢asovna zahtevnost algoritma BinSearch T'(n) = ©(nlogn) =
O(n'logn) = O(logn), kar nam je Ze znano.
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8. Mnozenje steuvil

Naj bosta dani n-mestni stevilia =a,_1...a1a9 in b =b,,_1...b1bg, zapisani v
mestnem Stevilskem sistemu z bazo B. Potem je njun produkt m-mestno Stevilo
ab=c=c¢y_1...c10¢0, kKjer je m = n.

Problem. Koliko mnoZenj je potrebnih za izracun produkta dveh n-mestnih Stevil?
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Poglejmo, koliko mnozenj zahteva algoritem, ki smo se ga naucili v osnovni Soli.

A, 14, 5. Qyayag X b, b .. bbb,

U, U Uy 5. Uy Uy U
VoV, | e V3V, VY

. W4W3 W2 Wl WO

Z,Z, | - 2329 21 Z

Crr1CmaCpg worve ves e wenens C, Cp,q - C3C5C €

Racunanje vsake vrstice zahteva n mnozenj a; - b; (in kveéjemu n sestevanj);
zato racunanje vseh n vrstic zahteva n? mnozenj a; - b; (in najvec n? sestevanj).
Konéno seStevanje vrstic zahteva kvecjemu n(n — 1) +n = n? seStevan].

Sklep. Solski algoritem zmnoZi dve n-mestni stevili v ¢asu reda ©(n?).
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Ali se da zmnoZiti dve n-mestni §tevili hitreje kot v asu ©(n?)? Se ju da
zmnoziti v ¢asu O(n®) za neki a < 2, ali pa morda celo v ¢asu ©(nlogn)?

Hitreje od ©(n) se ne da, saj je treba izracunati ©(n) stevil cg, c1,. .., Cm—1.

Pokazali bomo, da se ju da zmnoziti v éasu O (n'°823) = O(n!-584),
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Karatsubov algoritem

Za izracun produkta ab je ruski matematik Anatolij Katsuba razvil hitrejsi algoritem,
in sicer z metodo Deli in vladaj: dano nalogo ,,Izracunaj c=ab” razdeli v tri manjse
naloge ,,Izracunaj z1 =x1y1”, ,,Izracunaj zo=x2y>” in ,,Izracunaj zs=x3ys3”,

jih resi in iz njihovih reSitev 21, 29, 23 sestavi resitev ¢ dane naloge.

Kako je Karatsuba iz a,b dolo¢il stevila x;, y; in iz delnih resitev z1,29,23 sestavil c?
Stevili a in b zapiSimo kot

ar, ap
a=arB™ +ap o Wppe1 - Ay, Ayry—1 - - - QO
kjer je
b=b,B"™ +bp br—1...bm bm—1...bg
by bp

in ap,bp < B™. Potem je iskani produkt c enak

ab = (aLBm + aD)(bLBm + bD) =arby, B?*™m + (aLbD + anL) B™ 4+ apbp .
\—\/-/ [ - J/ \-.v,-/

Z2 Z1 z0
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Karatsuba je opazil, da se da zg, 21, 22 izracunati s samo trem: mnozenji takole:

e najprej izracunamo zg in zy (po njuni definiciji: 2o = apbp in 23 = arbyr),
e potem pa z; takole: z1 = (ar +ap)(br +bp) — 22 — 2o.

Tako izrac¢unani z; je enak z; = arbp + apby, iz definicije.

Ta izboljSava zmanjSa Stevilo podproblemov, ki jih je treba resiti, z a = 4 na a = 3.
Druga dva parametra algoritma pri tem ostaneta nespremenjena.

Ker je Se vedno % = % < 1, bo zahtevnost Karatsubovega algoritma

T(TL) — @(nlogca) — @(nlog23) — @<n1.58).

To pa je hitreje od Solskega algoritmal
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procedure Karatsuba(a,b) return integer; |Vrne produkt a*b

begin

if a<B or b<B then retun ax*b |Ce je a ali b enomestno...

else I | ...sicer ju razdeli:
n := min(size(a),size(b)); |krajse med a,b je n-mestno
m :=n div 2;
(aL,aD) := split(a,m); |razdeli a,b v alL,aD,bL,bD
(bL,bD) := split(b,m);
z0 := Karatsuba(aD,bD); |izracunaj z0,z1,z2

z2 := Karatsuba(aL,blL);
z1 := Karatsuba(aL+aD,bL+bD)-z2-z0;
return shift_left(z2,2*m)+shift_left(zl,m)+z0 | sestavi a*b

endif
end.

Razlaga. Operacija size(x) doloci, koliko mesten je argument x. Najbolje je,
¢e sta oba a in b isti potenci stevila 2, kar lahko dosezemo, ¢e pri krajSem v
njegovo dolzino Stejemo ustrezno Stevilo vodilnih nicel. Stevila ar,ap,br,bp
dobimo z operacijo (xL,xD) := split(x,m), ki razdeli x v xL in m-mestni xD.
Pri sestavljanju rezultata iz zg, 21, 2o uporabimo operacijo shift_left(x,y), ki
pomakne x za y mest v levo. Ce nam te operacije niso na voljo, si pomagamo z

mnozenjem oz. deljenjem z B™.
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9. Mnozenje matrik

Ce sta A = (a;;) in B = (b;;) matriki reda n x n, je njun produkt C = AB
matrika reda n x n s komponentami c;; = Zzzl airbr;. Obicajni algoritem za
izratun matrike C po vrsti izracuna vseh n? komponent, vsako po definiciji ¢;;:

procedure MatProdukt(A,B,C);

begin
C := 0;
for 1 = 1 to n do
for j =1 to n do

for k = 1 to n do
Cli,j] := C[i,j] + A[i,k]=*B[k,j]
endfor
endfor
endfor

end.
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Izracun C' torej zahteva n3 skalarnih mnozenj in n?(n — 1) skalarnih sestevanj.
Casovna zahtevnost algoritma je zato ©(n?). Ker so aditivne operacije (+, —)
hitrejse od multiplikativnih (%, ), jih lahko zanemarimo, ne da bi to bistveno
vplivalo na asimptoticno ¢asovno zahtevnost algoritma.

Problem. Ali se da matriki reda n x n zmnoZiti v éasu, manjsem od O(n?)?

Ta ¢as je gotovo vsaj Q(n?), saj je treba izracunati n? komponent matrike C.
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Poskus z metodo Deli in vladaj

Poskusimo razviti z metodo Deli in vladaj boljsi algoritem za mnozenje matrik.
Predpostavka: n je potenca Stevila 2 (da bo lazje deliti matriko na podmatrike).

Vsako od matrik A, B si mislimo razdeljeno v $tiri blo¢ne podmatrike reda 5 x 5.
Tedaj lahko izrazimo matri¢ni produkt AB z matri¢cnimi produkti podmatrik:

A1 A\ (Bir B Ci1 Cio
(A21 A22> <B21 B22) (021 022)

C11 = A11B11 + A12Boy
Ci2 = A11B12 + A12Bao
C21 = A21B11 + A2 Boy
Co2 = A21B1a + A2 Bas.

kjer so

Nalogo AB smo razdelili na 8 podnalog A;; By enake vrste (matri¢no mnozenje).
Zato bo na$ algoritem za racunanje AB osemkrat klical samega sebe, dobljene
reSitve podnalog pa sestavil tako, kot opisujejo zgornje enacbe za komponente Cj;.
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Kaksna je ¢asovna T'(n) zahtevnost tega algoritma? Cas T(n) za izraéun ma-
tricnega produkta C' = AB je sestavljen iz ¢asa 8-T'( %), ki je potreben za izracun

8 matricnih produktov A;; By, in casa 455, ki je potreben za izracun 4 matri¢nih

vsot (vsaka zahteva 2-%2 skalarnih vsot). Torej je T'(n) = 8- T(%) +4-2-2 oz.

T(n) = 8T(g) +n?.
Ali je ¢asovna zahtevnost T'(n) tega algoritma manjsa od ©(n3)? Glavni izrek
metode Deli in vladaj nam za funkcijo T'(n) pove naslednje: ker so v zgornji
22

“1s . . d 1 .
enacbi parametri p =8,a =8,b=1,c=2,d=2,je <= = 5 =5 <1, je

T(n) = O(n'°8 %) = O(n'°%2%) = O(n?).

To je razocaranje! Asimptoticna casovna zahtevnost nasega, z metodo Deli in
vladaj razvitega algoritma nt manjsa od cas. zahtevnosti algoritma MatProdukt.
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Da bi dosegli asimptoticno manjsi T'(n), bi morali najti taka Stevila a, ¢, d, ki bi
izpolnila zahtevo

d

<1 A log.a < 3.
a

Taka stevila je lahko najti: npr., ¢e obdrzimo ¢ = 2,d = 2, zahtevo izpolnijo
a=>5,6,7.

Izziv pa je sestaviti algoritem vrste Deli in vladaj, ki bo imel take parametre.
Npr., ¢e izberemo parametre a = 7,¢ = 2,d = 2, to pomeni, da bi moral tak

algoritem izracunati C' (Stiri podmatrike C;;) s pomocjo le 7 produktov A;; By;.

Je to sploh mozno?
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Strassenovo matriéno mnozenje

Volker Strassen je leta 1969 odkril, da je to mozno! Bistvo njegovega algoritma
je v drugacnem racunanju podmatrik C;;. Tule je njegovo odkritje.

Ce definiramo naslednjih osem matri¢nih produktov P,

P11 = (A1 + Ag2)(B11 + Baa) Pyy = (Agz + A11)(Baz + B11)
Py = (A3 — Ag2)(Ba1 + Baa) Py = (A1 — A11)(B12 + B11)
P13 = (A11 + A12)Bay Po3 = (A2 + A1) B
Py = Aso(B11 — Box) Poy = A11(B22 — B12)

potem lahko stiri podmatrike C;; izracunamo takole:
Ci1 =P+ Pio—Pig— Py
Ci2 = P13 — Pou
Co1 = Pag — Py
Cog = Po1 + Pog — Po3 — Poy.

Ta definicija je zvita: izrazi za Cj; so linearni, produkta P;; in P»; pa enaka!
Ker bo treba izracunati le enega od njiju, bo za izracun vseh stirih C;; potrebnih

le sedem matricnih mnozenj.
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S predpostavko, da je n potenca Stevila 2, Strassenov algoritem zapiSemo takole:

procedure Strassen(A,B,n) return C;

begin

else

if n=1 then C := AB  [Ce sta A in B trivialni matriki (skalarja)
(A_11,A_12,A_21,A_22) := Razdeli(A,n); |Razdeli A v bloke
(B_11,B_12,B_21,B_22) := Razdeli(B,n); |Razdeli B v bloke

P_11

P_12 :=

P_13 :=
P_14 :=
P_22 :=
P_23 :=
P_24 :=

Cc_11
c_21
C

endlf
end.

Strassen(A_11+A_22, B_11+B_22, n/2);
Strassen(A_12-A_22, B_21+B_22, n/2);
Strassen(A_11+A_12, B_22, n/2);
Strassen(A_22, B_11-B_21, n/2);
Strassen(A_21-A_11, B_12+B_11, n/2);
Strassen(A_22+A_21, B_11, n/2);
Strassen(A_11, B_22-B_12, n/2);

:= P_11+P_12-P_13-P14; |Sestavi bloke Cij
C_12 :=

P_13-P_24;

:= P_23-P_14;
C_22 :=
Sestav1(C 11,C_12,C_21,C_22, n/2) ... in iz njih C

P_21+P_22-P_23-P24;
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Kaksna je ¢casovna zahtevnost Strassenovega algoritma. Za izracun vseh pod-
matrik Cj; je potrebnih 7 matricnih mnozenj reda % (pri racunanju P;;) in 18
matricnih vsot/razlik (od tega 10 pri racunanju P;; in 8 pri racunanju Cj;).
Torej je T'(n) = 7-T(5) +18-5 -3, oz.

T(n) = 7T(g> 4502,

Zdaj so parametri te enacbe a = 7,0 = 4.5,c = 2 in d = 2. Ker je % 2°

% < 1, je po Glavnem izreku metode Deli in vladaj]

T(n) — @(nlogc a) — @(nlog2 7) — @(n2.80735).

Sklep. Strassenovo mnoZenje matrik reda nxn ima ¢asovno zahtevnost ©(n?8073%),
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LI " 4

10. k-ti najmanjsi element

k-ti nagmanjsi element tabele t je element, od katerega je manjsih ali enakih
natanko k — 1 elementov tabele t. To je element, ki bi bil na k-tem mestu v
urejeni t. Npr., v (7,2,2,5,6,1) je 4-ti najmanjsi element 5, ker je na 4. mestu v
(1,2,2,5,6,7).

Problem: V neurejeni tabelit zn stevili poisci k-to najmanjse stevilo (1 < k < n).
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Pois¢imo kako spodnjo in zgornjo mejo za ¢asovno zahtevnost T'(n) tega prob-
lema. Meji nam bosta pomagali, da ne bomo iskali algoritma, ki ga sploh ni ali
pa algoritma, ki bi bil nepotrebno pocasen. Najbolje bi bilo, ¢e bi nasli tesn:
meji za T'(n), tj. najvecjo spodnjo in najmanjso zgornjo mejo za T(n). Zal je
iskanje tesnih mej pogosto zelo zahtevno.

Na resSitev nasega problema lahko vpliva vsak element tabele. Zato mora vsak
algoritem za ta problem wvsaj prebrati vseh n elementov. Zato je zahtevnost
vsakega algoritma vsaj linearna, tj. T'(n) = €(n). Torej ne bomo iskali algorit-
mov, ki bi imeli casovno zahtevnost asimptoti¢no manjso od O(n).

Po drugi strani pa si takoj lahko zamislimo oc¢iten algoritem, ki resi nas problem.
Ta algoritem (1) uredi tabelo t (v ¢asu ©(nlogn), npr. z algoritmom Heapsort)
in (2) vrne element na njenem k-tem mestu. Torej je smiselno iskati algoritem,
ki bo imel ¢asovno zahtevnost T'(n) asimptoti¢cno manjso od ©(nlogn).
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Z.amisel.

Metoda Deli in vladaj nas napelje, da si zamislimo naslednji algoritem:

e Izberimo element p (pivot) in prerazporedimo elemente tabele ¢ v tabele
t1,12,t3, da bodo v t1 vsi elementi < p, v t5 vsi = p, v t3 pa vsi > p.

e 1z velikosti |t1] in |t2| lahko ugotovimo, v kateri od t1, to, t3 je k-ti najmanjsi
element tabele t. Namrec: ¢e je k < |t1], je v t1; ¢e je [t1| < k < |t1| + |t2],
je v tg; in Ce je k > |t1| + |t2|, je v t3. Iskanje bomo zato nadaljevali le v
tisti tabeli.

e Ce je v t1, z rekurzivnim klicem tega algoritma poiséemo k-ti najmanjsi
element v t1; ¢e je v tg, je iskani element p; in ce je v t3, z rekurzivnim
klicem tega algoritma pois¢emo k — |t1| — [t2|-ti najmanjsi element v ts.

Torej se reSevanje trenutne naloge nadomesti z reSevanjem ene od treh podnalog.
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Zamisel algoritma je zapisana spodaj. Dodali smo ji del, ki resi trivialno veliko
nalogo (nalogo z manj kot nni, elementi za neki ny,, ki ga bomo morali Se
doloé¢ili). Procedura Uredi je lahko kako od navadnih urejanj, proceduri Pivot
in Razdeli pa smo opisali pri algoritmu Quicksort.

procedure Isci(k,t) return int; |k-ti najmanjsi element v tabeli t
begin

if |t| < n_min then Uredi(t); return(t[k])

else

p := Pivot(t);
Razdeli(t,t_1,t_2,t_3);
if k <= |[t_1| then Isci(k,t_1)
else if k <= [t_1|+]t_2| then return(p)
else Isci(k-|t_11-1t_2],t_3)
endif
endif
end.
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Oznake t,t1,t9,t3 zamenjajmo z oznakami t[r..s], t[r..u — 1], t{u..v], t[v + 1..s],
da postanejo dosegljive meje 7, s, u,v teh tabel. Glede na to proceduram pri-
lagodimo njihove argumente, procedura Razdeli pa naj vrne Se meji u, v tabele 5.

tl(vii<p) tz(vii=p) t3(vii>p)
‘ ajy | A2 Ajg
T u v S
procedure Isci(k,t,r,s) return int; |k-ti najmanjsi v tlr..s]
begin
if s-r+1 < n_min then Uredi(t,r,s); return(t[r+k-1])
else
p := Pivot(t,r,s);
(u,v) := Razdeli(t,r,s);

if k <= u-r then Isci(k,t,r,u-1)
else if k <= v-r+1 then return(p)
else Isci(k-v+r-1,t,v+1,s)
endif
endif
end.
Raba. Stevila so v t[1..n]. Isci(k,t,1,n) vrne k-ti najmanjsi element v t.
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Vprasanja: Koliko je Nin ¢ Kako izbrati p? Kaksna je casovna zahtevnost algoritma?

Enostavni algoritem

Pois¢imo odgovore po najlazji poti: naj bo nyin = 1 in p naklju¢no izbran ele-
ment tabele t. Kaksno ¢asovno zahtevnost T'(n) ima tedaj ta algoritem?

Analizirajmo algoritem za najslabsi primer. V pesimisticnem scenariju bo p
vedno najvecji element v ¢, ki bo poleg tega en sam. Zato bo v t; n—1 elementov,
v to en sam element p, t3 pa bo prazna. Iskanje se bo nadaljevalo v t1, kjer se
bo po pesimisticnem scenariju zgodilo podobno. Torej bo v najslabSem primeru
T(n) =T(n—1) + ©(n). To rekurzivno enac¢bo smo resili pri analizi algoritma
Quicksort za najslabsi primer, zato vemo, da je T'(n) = ©(n?). To pa nam ni
vsec, saj ze ocitni algoritem vedno najde iskani element v ¢asu ©O(nlogn).
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Blum-Floyd-Pratt-Rivest-Tarjanov algoritem IsciBFPRT

Enostavni algoritem ima v najslabSem primeru kvadratno ¢asovno zahtevnost.
Morda se nam zdi, da je vzrok za to v naklju¢nem izbiranju pivota p. Toda: tudi
¢e bi p izbirali s kakim Ze omenjenim pravilom (p=prvi; p=zadnji; p=srednji v t)
bi imel algoritem v najslabSem primeru kvadratno ¢asovno zahtevnost.

Morda pa bi bilo treba p izbirati bolj premisljeno? Morda tako, da nobena od
tabel t; in t3 ne bi bila ,,pretirano” vec¢ja od druge, saj bi bilo potem manj]
pomembno, v kateri od njiju se bo nadaljevalo iskanje. (Tabela to nas ne skrbi,
ker ,,iskanje” v njej vrne p v ¢asu O(1).) Vprasanje je tore;:

Kako zagotoviti, da nobena od dolZin |t1| in |t3| ne bo ,,pretirano” vecja od druge?

(Kaj pomeni ,,pretirano” nam zdaj $e ni povsem jasno.)
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Odgovor so nasli M. Blum, R. Floyd, V. Pratt, R. Rivest in R. Tarjan.
Pivot p moramo izracunati z novo proceduro PivotBFPRT takole:

1. Tabelo t razdelimo v peterke (tabele po pet zaporednih elementov).
2. V vsaki peterki pois¢emo njeno mediano (tretji najmanjsi element).
3. Naj bo M tabela vseh dobljenih median.

4. Potem naj bo p mediana elementov tabele M.

Ta p uporabimo v proceduri Razdeli, ki razdeli t v tabele t1,ts, t3.
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Prednost novega pivota p pa nam razkrije naslednja trditev.

Trditev. Po razdelitvi tabele ¢ s tako izracunanim p velja [t1] < 3|¢] in [t5] < 3]¢].

Dokaz. Uredimo M, vsaki mediani pritaknimo ostale §tiri elemente iz njene peterke, da postane
urejena, in peterke organizirajmo kot kaze slika. V' A so vsi elementi tabele t, ki so < p. (Podobno
so v B vsi, ki so > p; teh je |B| = 3[%] = 3[%%'] = SL%J) Ker so v t1 vsi<p, je t; C A.
Sledi [t1| < |A| < |t| — |B| = |t] — 3|_% < [1—70|t|'| < %|t|. (Podobno za |t3| < %|t|) [l

.

o mediane
e p

Nara$¢ajo mediane peterk

~
Narasc¢ajo elementi peterk

Ce je p izra¢unan z novim postopkom, po razdelitvi ¢ v t1,ts, t3 nobena od t;
in 3 ni ,,pretirano” vec¢ja od druge, kjer ,,pretirano” pomeni ,,ve¢ kot trikrat”.

(Zakaj? Ker je |t1]| + |t3| = |t| — |t2], ima v skrajnem primeru ena od njiju 2|t| elementov, druga
3t
pa [t| — |t2| — 2|t| = $|t| — |t2], kar je vsaj %|t| — 1. Razmerje % je zato kvecjemu {llt||_|1 < 3.)
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Kako PivotBFPRT izracuna p? Mediano peterke lahko najde v ¢asu O(1), npr. z
odloc¢itvenim drevesom petih elementov. Ker je vseh peterk [%], priprava M zahteva
O(1)- f%} = O(|t|) casa. Kako pa dolo¢i mediano [%] elementov tabele M7 Mediana
je element, od katerega je manjsSih ali enakih polovica elementov tabele. Mediana p
je zato [%W-ti najmanjsi element tabele M, kjer je | M| = [%] PivotBFPRT mora
torej poklicati proceduro IsciBFPRT (|M|/2, M), da ji ta izratuna mediano tabele M.
Tu je rekurzija posredna: IsciBFPRT poklice PivotBFPRT, ki poklice IsciBFPRT itd.
Algoritem IsciBFPRT za iskanje k-tega najmanjSega elementa se zdaj glasi

procedure IsciBFPRT(k,t,r,s) return int; |k-ti najmanjsi v tl[r..s]
begin

if s-r+1 < n_min then Uredi(t,r,s); return(t[r+k-1])

else

p := PivotBFPRT(t,r,s);
(u,v) := Razdeli(t,r,s);
if k <= u-r then IsciBFPRT(k,t,r,u-1)
else if k <= v-r+1 then return(p)
else IsciBFPRT(k-v+r-1,t,v+1,s)
endif

endif

end.
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Casovna zahtevnost algoritma IsciBFPRT

Analizirajmo ¢asovno zahtevnost T'(n) algoritma IsciBFPRT za najslabsi primer.
Zakaj za najslabsi primer? Zato, ker nas zanima, ali raba pivota, ki ga izracuna
PivotBFPRT, izboljsa najslabso asovno zahtevnost ©(n?) enostavnega algo-
ritma. ZapiSimo algoritem IsciBFPRT pri parametrih r =1 in s = n:

procedure IsciBFPRT(k,t,1,n) return int; |k-ti najmanjsi v [1..n]
begin
if n < n_min then Uredi(t,1,n); return(t[k])
else
p := PivotBFPRT(t,r,s);
(u,v) := Razdeli(t,r,s);

if k <= u-r then IsciBFPRT(k,t,r,u-1)
else if k <= v-r+l1 then return(p)
else IsciBFPRT(k-v+r-1,t,v+1,s)
endif

endif

end.
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Naj bo T'(n) najslabSa casovna zahtevnost zgornjega algoritma. Poskusajmo
izraziti T'(n) v vsakem od moznih primerov, tj. ko je n = ny, in ko je n < npin:

® 1 > Ny V tem primeru ¢asovno zahtevnost T'(n) sestavlja vec¢ prispevkov:

T(n) =06(n) —cCasovna zahtevnost racunanja M
+T(%) —mnajslabsa ¢asovna zahtevnost racunanja p
+ O(n) —cCasovna zahtevnost razporejanja t v t1,to, t3
+ T'(max{|t1], |[ts|}) —Casovna zahtevnost iskanja po vecji od t,t3

Zaradi prejsnje trditve sledi T'(n) = T(2) + cn + T(3n), kjer je ¢ > 0.
® 1 < Nmin. VZeMimo za nn;, tisto velikost, do katere je ureditev tabele t

(velikosti n < mpmin) hitrejsa od cn. Za take velikosti n je T'(n) < cn.
Stevilo nymin najdemo eksperimentalno; literatura navaja nmi, = 50.

Mozna primera vodita do rekurzivne enacbe za najslabSo ¢asovno zahtevnost:

Tn) < T(2) + en + T

10

cn ce n < Nmin;
n) ¢emn = Nmin.

Zdaj moramo iz te enacbe nekako izlusciti le Se to, kako hitro narasca T'(n).
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Tu nas prijetno preseneti naslednja ugotovitev:

Trditev. T'(n) < 20cn.

Ideja dokaza. Najprej moramo dokazati, da trditev velja za vse n < npin = 50. Nato za osnovo
indukcije vzamemo trditev pri n = npyin = 50. Veljavnost indukcijskega koraka z n na n + 1 preve-

rimo pri n 2> nyin = 50. (Podrobnosti tukaj opustim in jih prepustim za vajo.) ]
Sklep. V neurejeni tabeli t lahko k-ti najmangsi element najdemo v casu ©(n).

Opomba. Na zacetku smo videli, da iskanje k-tega najmanjSega elementa v
neurejeni tabeli velikosti n zahteva vsaj 2(n) ¢asa. Pravkar pa smo dokazali, da
to iskanje zahteva najve¢ O(n) ¢asa. Ker sta spodnja in zgornja meja ¢asovne
zahtevnosti tega problema enaki, in ima izboljsani algoritem ¢asovno zahtevnost
O©(n), je asimpoticno optimalen.
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11. Diskretna Fourierova transformacija

Diskretna Fourierova transformacija ima pomembno vlogo v praksi. Algoritem

za njen izracun bomo razvili z metodo Deli in vladaj. Pred tem pa bralca
motivirajmo.

Motivacija

Problem: Koliko operacij mnozenja zahteva izracun produkta r(x) = p(x)q(x),
kjer sta p(x) in q(x) dana polinoma stopenj n in m?
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Ocenimo stevilo mnozenj, ki jih zahteva izra¢un r(x) po obi¢ajni poti. PisSimo

p(x) = i a;x" in q(x) = Zm: bz,
i=0 i=0

Tedaj je

r(z) = pla)q(z) = @:; ax) (é bx)

Produkt r(z) je polinom spremenljivke x in stopnje n + m,

n+m

r(x) = Z cix’,
i=0
s koeficienti ¢;, ki jih izra¢unamo iz koeficientov polinomov p(z) in g(x). Kako?
Potenca z* (ob ¢;) lahko nastane le iz produktov potenc z¥ in 2°=% (ob ay, in b;_y),

kjer je K =0,...,7. Zato za c;, kjer je : = 0,...,n + m, velja

(2
C; — E akbi_k.
k=0
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Izracun c; zahteva ¢ + 1 mnozenj. Izracun vseh n + m + 1 koeficientov ¢; zato
zahteva Y70 (i 1) = YA 4 oA = Ldmlndmtl) gy 4oy 1 =

O((n 4+ m)?) mnozen].
Sklep. Izracun produkta r(x) = p(x)q(x) zahteva kvecjemu O((n+m)?) mnoZens.

Vprasanje: Ali se produkt r(z) da izrac¢unati z asimptoticno manj mnozenji?

96 © Borut Robi&



Z.amisel

e p(z) = > 1 ,a;z" lahko predstavimo v obliki (ag,...,a,). Temu re¢emo
koeficientna predstavitev (k.p.) polinoma p(zx). Da je p(z) predstavljen v
tej obliki, zapisemo s p(z) = (ag, - . ., an). Podobno je q(x) "= (bo, ..., bm).

Polinome pa lahko natan¢no opiSemo tudi z njihovimi vrednostmi v izbranih
stevilih. Npr., p(z) lahko podamo v obliki (pg,...,pn), kjer so p; = p(t;)
njegove vrednosti v n 4+ 1 paroma razlicnih Stevilih %g,...,%,. Temu
recemo vrednostna predstavitev (v.p.) polinoma p(z). Da je p(x) pred-

stavljen v tej obliki, zapisemo s p(x) = (po,...,pn). Podobno je tudi
q(z) = (qo,---,qm), kjer so ¢; = q(t}) in t{,...,t, paroma razlicna
Stevila.

Primer. Koeficientna predstavitev polinoma p(z) = 3z + 522 — 22 + 1 je p(x) k.p-

(1,-2,5,0,3), vrednostna v tockah (—2, —1,0,1,2) pap(z) = (p(—2),p(—1),p(0),p(1),p(2)) =

(73,11,1,7,65).
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e Predpostavimo, da sta p(z) in ¢(z) dana z vrednostnima predstavitvama

p($> = (p07 s 7pn) in Q('CU) = (QO7 <. 7Qm)7
kjer je p; =p(t;) zat=0,...,nin ¢; = q(t;) za 5 =0,...,m.

Kako izracunamo produkt r(x) = p(x)q(x)? Koliko mnoZenj je potrebnih?
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e Ker sta p(z) in g(x) vrednostno predstavljena, lahko domnevamo, da bomo
zadovoljni tudi z vrednostno predstavljenim produktom r(z). Torej iS¢emo
r(z) = (ro,...,Ts),

kjer je r;=r(t;) =p(ti)q(t;) =piq; za i=0,...,s.

Koliko je s, stopnja polinoma r(x)? Stopnji polinomov p(zx) in ¢(z) sta n
in m (saj imata njuni v.p. n+1 in m+1 elementov), zato je r(x) stopnje

S=n-+m.
Torej moramo izracunati n 4+ m + 1 vrednosti rg, ..., "ntm.
Ker je r; =p;q;, bomo mnozili istolezne vrednostiiz (pg, ..., pn) in (qos-- - @m)-

Opazimo tezavo: Za izracun n-+m-+1 vrednosti r; bi morali v.p. polinomov
p(z) in g(x) vsebovati vsaka po n+m+1 vrednosti (ne pale n+ 1 in m + 1).
Zato vsako od teh v.p. dopolnimo z vrednostmi polinoma v dodatnih tockah.
Dobimo p(z) = (Pos - -+ s Pntm) in q(z) = (g0 - -+ Gntm)-

Zdajlahko izracunamo r(z) = (rg, ..., nim) z n+m+1 mnozenji r; := p;q;.

Sklep. Z uporabo v.p. lahko izracunamo r(x) = p(x)q(x) s ©(n+m) mnoZenji!
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Problem

Zmanjsanje Stevila mnoZenj s O((n +m)?) na ©(n + m) smo dosegli z uporabo
drugacne predstavitve polinomov p(x), ¢(x) in r(x). Kaj pa ¢e p(x) in ¢(x) ne bi
bila dana v vrednostni temvec koeficientni predstavitvi? Potem bi morali njuni
koeficientni predstavitvi najprej pretvoriti v vrednostni, kot kaze spodnja slika:

P(x)—(ao’-w ay) <o »p(x)jﬁ‘(po,---,pnm)
G0) Z(By o b)) e > 40 Z (g dyay)
.

V.p.
r(x) = (Fgoeees Tyipy)
Da pa bi se to izplacalo, bi morala pretvorba k.p. obeh polinomov zahtevati

asimptotiéno manj kot ©((n+m)?) mnozenj (sicer bi izrac¢unali r(z) = p(x)q(x)
kar z obi¢ajnim postopkom, opisanem v razdelku z motivacijo).
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Ocenimo, koliko mnozenj bi morala zahtevati pretvorba k.p. enega polinoma, da
bi se pretvarjanje obeh izplacalo. Kadar imata polinoma isto stopnjo n = m, za-
hteva, obicajni postopek ©((n 4+ n)?) = ©(n?) mnozenj. Ce bi pretvorba pred-
stavitve enega polinoma zahtevala ©(n?) mnozenj, bi nasa zamisel zahtevala
O(n?) +O(n?) + O(2n) mnoZenj, kar je Se vedno reda ©(n?). Zato potrebujemo
postopek, ki bo k.p. polinoma stopnje n pretvoril v v.p. z asimptoti¢cno manj kot
©(n?) mnoZenji. Torej moramo resiti naslednji problem:

Problem. Kako pretvoriti k.p. polinoma stopnje n v v.p. zmanj kot ©(n?) mnozengi?
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Za racunanje vrednosti polinomov ze imamo na voljo znani Hornerjev postopek.
Ali ta resi nas problem. Spomnimo se ga na polinomu iz prejSnjega primera.

Primer. Naj bo p(z) = 3z* 4 522 — 2z + 1. Po Hornerju izraGunamo vrednost p(t) pri t = 2 takole:
pt) = (Bt+0)t+5)t—2)t+1=(((3-24+0)-2+5)-2—2) -2+ 1= 65. O

Vrednost polinoma p(x) = apx™+a,_ 12" +a,_22" 2+ ... +a1z+ag pri x =
t izra¢unamo takole: p(t) = (... ((ap -t + ap_1) t+ an_2)-t+...a1) -t + aop.
[zracun p(t) zahteva n mnozenj. Ker pa je za pretvorbo k.p. p(x) v v.p. treba
izra¢unati n + 1 vrednosti p(tg), p(t1), ..., p(t,), bi pretvorba zahtevala n(n + 1)
= O(n?) mnozenj. To pa pomeni, da uporaba Hornerjevega postopka ne resi
nasega problema.

Najti moramo algoritem za konstrukcijo vrednostne predstavitve polinoma, ki
bo asimptoticno hitrejsi od tega s Hornerjevim postopkom.

Ali tak algoritem obstaja? Da. Zdaj v zgodbo vstopi Diskretna Fourierova
transformacija (DFT), ki skupaj z metodo Deli in vladaj omogoci razvoj takega
algoritma. Algoritem se imenuje Hitra Fourierova transformacija (FFT) in ima
¢asovno zahtevnost ©(nlogn).
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Diskretna Fourierova transformacija (DFT)

Najprej opisimo DFT v splosnem. Pri DFT igra pomembno vlogo matematic¢na
struktura imenovana vektorski prostor.

Vektorski prostor V nad obsegom C kompleksnih Stevil sestavljajo Abelova
grupa (V,+) wvektorjev, obseg (C,+,x) skalarjev in operacija -: CxV —V
mnozenja vektorjev s skalarji, skladna z operacijami v V' in C. Dimenzijo pros-
tora V oznacimo z d = dim V. Obseg C ima enoto, tj. skalar 1, z lastnostjo, da
je 1l xa=ax1= «a za vsak skalar a.

Linearna transformacija vektorskega prostora V vase je preslikava T : V — V

z lastnostjo T(a-u+ 3 -v) =« -T(u) + - T(v), za poljubna vektorja u, v in
poljubna skalarja «, 3.
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Linearno transformacijo vektorskega prostora kon¢éne dimenzije d predstavimo z
matriko reda d x d. Kadar obstaja njena inverzna matrika, obstaja tudi inverzna
transformacija.

Linearnih transformacij vektorskega prostora dimenzije d je veliko. Med njimi
nas bo zanimala t.i. Diskretna Fourierova Transformacija (DFT). Kljuéno vlogo
pri DFT bo igral primitivni koren enote. To je skalar w, ki ga definirata dve

lastnosti:
1. wi=1 — w je koren enote
2. wh£lzak=1,...,d—1. — w je primitivni koren enote

V obsegu C je w = eLZTW, kjer je ¢ tmaginarna enota.

(Imaginarno enoto bomo oznacili z ¢, da je ne bomo zamenjevali z eksponentom i.)
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Definicija. Diskretna Fourierova transformacijareda d je linearna transformacija
prostora V' dimenzije d, ki jo predstavlja matrika F' reda d X d s komponentami

Fj=w™ | 0<ij<d-1.
Inverzno DFT predstavlja matrika F~! s komponentami
Fgl = %w—i*j , 0<1,7<d—1.

(Vaja: preverite, da je FF~! = F71F =1.)

27 27

Primer. Izratunajmo matriko F za d = 2. Naprej izra¢unamow =e"d =e" 2 =e'™ = —1. Zato
sta w® =1 in w! = —1. Nato izra¢unamo vse vrednosti w**? pri 0 < 4, j < d — 1. Dobimo w?*% = 1;
Wt =1; W0 =1; W*l = —1. Torej je F = (} _11> . Izra¢unajmo Se F~!. Njene komponente
_ i _ _ _ _ . — 1 1
soFijlziw I Kersow 0 =1, 0™ =1, 07" =1, 0 = —1,je F 1:%(1 _1>'
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Uporaba. Vrnimo se k pretvorb: k.p. polinoma stopnje n v v.p. v n + 1 tockah.
Spet je p(z) = Y1, a;x’, njegova k.p. pa (ao,...ay). Ker je urejena n+1-terka
stevil, jo lahko smatramo za vektor z n+1 komponentami, a = (ag, ... a,). Naj
bo V vektorski prostor nad C, ki vsebuje wvse vektorje z n + 1 komponentami.
Torej je a € V. Izracunajmo, kam ga presllka DFT reda d = dimV =n + 1.

( 2 a;w > ()
(UJO*O . wO*J L. wO*n ao 1= (p(wo)
Fa = wi’*o e wq’*J Ce wi*n a; = Z aij*J = z a; (wZ)J = p(wz)
=0 j=0

\z a™ |\ 3 aswm?)

n

DFT reda n+1 preslika k.p. polinoma p(z) stopnje n v v.p. na tockah w®, ..., w™.
Podobno DFT reda m+1 preslika k.p. ¢(z) stopnje m v v.p. na toc¢kah w®, ..., w™.
Sklep. DFT reda m+1 pretvori k.p. polinoma stopnje ® v v.p. na tockah w®, . .., wW.
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P (g @) s > 20) =Py D)
G0) =SBy by) oo > q(0) 2 (Ggs o Q)

V.p.
rx) = (Fgoees Tyipy)

Zdaj lahko dopolnimo sliko

m
‘_—> DFT reda n+m+1

kp. v.p.
v sliko p(x)k_;)_(:()"“’;ln . g) """""" p(x)vg)‘(l?(),---,pwrm)
q(x) = (by,..., b,,, ,.,.1., ) DFTredan+m+1> q(x) = (Iqo,..., q.n+m)

Vv.p.
FX) = (Fgseer Tppm)

kjer k.p. polinoma p(x) dopolnimo z m nic¢lami, k.p. polinoma ¢(x) pa z n
niclami, da sta oba navidez stopnje n+m. Potem DFT reda n+m +1 vsakemu
priredi njegovo v.p. na tockah w?, ..., w"T™.
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Primer. Naj bo p(z) = 22° 4+ 222 + = + 1. Njegova k.p.je a = (1,1,2,2). Kaksna je v.p. a’
polinoma p(x), ki jo dobimo z DFT? Rac¢unajmo. Stopnja polinoma je n = 3, zato bo DFT reda

d = n+ 1 = 4. Primitivni koren enote za d = 4 je w = eszw = eL%T7T — ¢'Z = .. Fourierova
matrika reda d X d =4 X 4 je
wO*O wO*l wO*Q wO*S 1 1 1 1
I~ i) I ER
w w w w 1 -1 1 —1
wB*O w3*1 w3*2 w3*3 1 — -1 L

K.p.a=(1,1,2,2) se preslika v v.p. polinoma p(x) v tockah (to,t1,t2,t3) = (wW°w,w?w?) = (1,,,—1,—1) tako:

11 1 1 1 6 p(1)
i (1 L -1 — 11 [ —-1—¢| _ p(L) L
DFT(a,4) = Fa = 1 -1 1 1 5| = 0 = | p(=1) =a.
1 - =1 L 2 —14. p(—¢)
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. . - . . . . - / . e ees s
Preizkusimo Se inverzno DFT, ali preslika pravkar izracunano v.p. a’ nazaj v k.p. a. Po definiciji je

OJ_O*O w—O*l OJ_O*2 OJ_O*3 1 1 1 1

F—l _ 1 w—;*O w—l*l w—1*2 w—1*3 _ 1 1 — -1 L
4 | w20 T2 22,723 4|11 -1 1 —1

w—3*0 w—3*1 w—3*2 w—3*3 1 L —1 —0

Ce z F~ 1 transformiramo vrednostno predstavitev a’ = (6,—1 —1¢,0,—1+¢), dobimo

11 1 1 6 1
ol /_1 1 — -1 L —1—-¢| (1} _
a2 =711 -1 1 =41 0 T2 T ®

1 L —1 —1 -1+ 2

109 © Borut Robi&



Primer. Naj bo p(z) = 3z* + 522 — 22+ 1. V kaj se z DFT preslika njegova k.p. a = (1, —2, 5,0, 3)?
2
Stopnja polinoma je n = 4, zato bo DFT reda d = n+ 1 = 5. Primitivni koren enote je w = et d =
2
e*“3 . Fourierova matrika je

0x0

Ox1

Ox2

03

w w w w w?** 111 1 1 1 1 1 1 1
W1F0 ¥l 1x2 %3 14 1 ! w? W w 1wl w? w3 W
F = | 02%0 2%l ,2%2  2%3 24 | _ | 2 4 6 w 1 w2 Wt Wl W3
W3¥0 3¥L Bx2 3x3  3x4 1 w3 Wb W? Wl2 1 w? Wl Wt w2
WAF0  Axl 4w2 4x3 dxd 1wt W8 W2 ls 1wt W3 w2 Wt
Koeficientna predstavitev a = (1,—2,5,0,3) se preslika v vrednostno predstavitev a’ polinoma
2w 2m 2w 2w 2w
v tockah (to,t1,t2,ts,ts) = (W% w! w? w3 w?) = ((e"'3 YO, (e B ) (645 )% (e"5 )3, (ef 5 )Y =
,2r 4w, 6m 8w
(1,e" 5 ,e"5,e"5,e"5)
27 4r _, ™ _, 37
=(1l,e"5 ,e"5 ,e “5,e "5 ) takole:
1 1 1 1 1 1 7 p(w?)
1wt ow? W Wt —2 1 — 2w+ 5w? + 3w p(wl)
Fa=]|1 w? o* ! 5 = |1-2w?+5w*+3w3 | = p(wz) —a’.
1w oWl Wt Ww? 0 1 — 2w + 5w + 3w? p(w3)
1wt Wt Ww? oWt 3 1 —2w* + 5w + 3w p(w?)
U]
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I. Razdelitev problema na dva podproblema

Problem DFT'(a,d) razdelimo na dva podproblema v $tirih korakih:

1. V p(x) so koeficienti s sodimi in lihimi indeksi. Prviso ag,az,aq,...,an_1,
drugi pa ai,as,as,...,a,. Vsakih je r. S prvimi definirajmo polinom
ps(x), z drugimi pa polinom pr,(x) takole:
def 2 —1 def

pS(CC) = Qg 1+ 2% + a4 +°°'+a'n—1xr 0z. ag = (a07a27a47"'7an—1)
def 2 _1 def

pr(z) = a1 +asx + asz” + -+ + apx” oz. ar = (ai,as,as,...,a,)

Koeficientni predstavitvi novih polinomov smo oznacili z ag in ar.

2. Polinom p(z) lahko izrazimo z novima polinomoma takole:

p(z) = ps(x?) + xpr(a?).

3. Izraz nam pove, da lahko vrednosti p(z) v d tockah x = W% wl!,... W
izracunamo v dveh korakih:
(a) Izracunamo pg(z?) in pr(z?) v d tockah 2% = (w°)?, (w1)?, ..., (W")2.
(b) S temi vrednostmi izracunamo p(z) v d tockah x = w° wl, ... w™.
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4. Hoteli smo razdeliti problem DFT(a,d) v dva podproblema iste wvrste
kot DFT(a,d). Toda ra¢unanji vrednosti pg(z?) in pr(z?) v koraku
3a nista videti problema iste vrste kot DFT(a,d). Zakaj? Medtem ko
DFT(a,d) sprasuje po vrednostih polinoma pri d argumentih x, podprob-
lema sprasujeta po vrednostih polinomov pri kvadratih teh argumentov;
kaze tudi, da podproblema ne zahtevata racunanja na manj argumen-
tih kot zahteva DFT(a,d). Ali torej nismo razdelili DFT(a,d) v dva
manjsa istorodna podproblema? Smo. Natancnejsi razmislek nam bo od-
kril, kaksen je pravi pogled na podproblema.
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a) Za poljuben naravni k velja (w**7)? = w

2k

Dokaz. (w"1T7)? = w?*w?" = w?*w? = W?*.1 = w?*, ker je w d-ti koren enote. [
b) Zato sta med d stevili 22 = (w°)?, (w!)?,..., (w™)? po dve enaki:
W2, . W2 (W THZ (W) (W (™).
Enaka Stevila so (w*)? in (w**7)2, kjer je k = 0,...,r — 1. Ker je w d-ti

primitivni Koren enote, so pari pri razlicnih vrednostih £ razli¢éni. Sledi, da
je med d stevili 2% = (w%)?, (Wh)?, ..., (W")? le d/2 = r paroma razli¢nih.
To pa pomeni, da bo treba v koraku 3a izrac¢unati pg(z?) in pr(22) le v
r tockah 22 = (W%)?2,..., (w*)?,..., (w"~1)2. Ker lahko eksponenta nad w
zamenjamo, so to stevila
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c) Ce je w d-ti primitivni koren enote, je w? r-ti primitivni koren enote.

2 2 27 2
Dokaz. w? je r-ti koren: w? = (eeLT7T)2 — 2T =2 =t W2 je primitiven:
2 27 2
Zak=1,...,r—1je (w)¥=(e'7 )F=e7"/F#£1,zak=rpa (w?) =7 ) =10

d) Pisimo 1 = w?. Zaradi 4b in 4c lahko korak 3a izrazimo takole:
Izraéunamo pg(z) in pr(x) v r tockah x = %, 1, ... "L

Ce predpostavimo, da je tudi r = % sodo Stevilo, postane jasno, da sta
racunanji vrednosti pg(x) in pr(x) podproblema, ki sta iste vrste kot
problem ra¢unanja vrednosti p(x), le da se nanaSata na druga polinoma
in zahtevata pol manj argumentov. Zato oba poimenujemo z istim imenom
kot osnovni problem, a drugimi parametri: DFT(ag,r) in DFT(ar,r).
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Sklep: Ce je r=14 sod, korak 3a sestavljata problema DFT(ag,r) in DFT(ar,r).

(Na zacetku smo predpostavili, da je d sod, zdaj pa smo predpostavili, da je sod tudi %. Da bo

tako vse do trivialnih podproblemov, bomo morali predpostaviti, da je d potenca Stevila 2.)

Zdaj smo uspeli razdeliti osnovni problem DFT(a,d) v dva istorodna podprob-
lema DFT(ag,r) in DFT(ar,r). S tem je opravljen prvi del razvoja algo-
ritma FFT(a,d) z metodo Deli in vladaj. Kot ze vemo, bo ucinkovitost algo-
ritma odvisna tudi od ucinkovitosti, s katero bo sestavil reSitvi podproblemov
DFT(ag,r) in DFT(ar,r) v resitev problema DFT(a,d). Ta del algoritma
opisuje naslednji razdelek.
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II. Sestavljanje delnih resitev v konéno

V koraku 3b moramo iz vrednosti pg(-) in pr(-), ki jih izra¢una korak 4d, ses-
taviti vse vrednosti

r—l—l)

?(wo),p(wl), . ,p(w"’_ll,g\j(wr),p(w e ,p(w”l.

TV TV
prva polovica druga polovica

V naslednjih dveh korakih jih sestavimo takole:
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5. Racunanje vrednosti v prvi polovici poteka po enacbi iz koraka 2:

p(w®) = psg(w?) + w*pr(w?*) = ps(¥*) +w* pr(¥*).
T T

V trenutku, ko se bo rac¢unala vrednost p(w*), bosta vrednosti A in B Ze na
voljo (kot resitvi dveh podproblemov), zato bo za izrac¢un p(w”) potrebno
le eno mnozenje (z w®) in eno seStevanje. Za izracun vseh r vrednosti
p(w”) iz prve polovice pa bo potrebnih r mnozenj in r sestevan;.

. Racunanje vrednosti v drugi polovici nas preseneti, ker zahteva le odstevanja:

(W) = pg (W2 TR) 4w R p L (WA = Jzaradi 4a

=ps(w?*)  + w0 Fpp (W) = /zaradi 4c
— PSWk) + wT-l-ka ¢k) = /ker w”’k = —wk (Dokaz:vaja.)
=ps(¥®)  —wipr(F).
——
c

Ko se bo racunala vrednost p(w”**), bo C Ze izracunan, saj se je izracunal
v koraku 5. Zato bo izracun p(w”*) zahteval le eno odstevanje. Izracun

vseh r vrednosti p(w”*) iz druge polovice pa bo zahteval r odstevan;.
Sklep: Korak 3b skupno zahteva r = g mnozenj in 2r = d aditivnih operacij.
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Algoritem FFT v psevdokodi

Zdaj lahko zapisemo algoritem FFT. Predpostavljamo, da je d potenca Stevila 2.
(To lahko vedno dosezemo, ¢e vektor podaljsamo z nekaj ni¢elnimi komponentami.)

procedure FFT(a,d) return array; | Izracunaj p = DFT(a,d)
begin
if d=1 then return a_0
else
a_S := (a_0,a_2,..,a_{n-1}); |Razdeli a v a_S, a_L (1,2,3,4)
a_L := (a_1,a_3,..,a_n);
p_S := FFT(a_S,d/2); | Izracunaj p_S = DFT(a_S,d/2)
p_L := FFT(a_L,d/2); | Izracunaj p_L = DFT(a_L,d/2)
for k:=0 to n do |Sestavi p iz p_S, p_L
omega“k := exp{ixk*2*xpi/d};
plk] := p_S[k mod d/2] + omega"k * p_L[k mod d/2] | (5,6)
endfor;
return p
endif
end.
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Opombe. a_S in a_L sta tabeli a_S[0,1, ..
in a_L[0,1,..,d/2-1] = ar = (a1,as,...
nostni predstavitvi polinomov pg in pyp sta DFT (dimenzije g =
ag in ay. Vrneta ju rekurzivna klica FFT v tabelah p_S = p_S [O 1

komponentami izracunamo vrednosti p(w

,d/2-11 = ag = (ag, az, . ..
,Gn) k.p. polinomov pg in pr. Vred-
vektorjev
.. ,d/2-1]
in p_L = p_L[0,1,..,d/2-1] s komponentami p_S[k]=pg(¥*) in p_L[k] =
pr(YF) za k = 0,1,...,% — 1. Kot smo opisali v korakih 5 in 6, s temi

9, plwl), ...

7an—1)

w™), ki se shranijo v

tabelo p[0,1,..,n]. Pri tem rabimo spremenljivko omega~k, ki ima vrednost

27
wk’—e dk
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Casovna zahtevnost algoritma FFT

Naj bo T(d) ¢asovna zahtevnost algoritma FFT(a, d). Potem je T(%) ¢asovna
zahtevnost vsakega od rekurzivnih klicev FFT (ag,d/2) in FFT(ar,d/2). Koraki
1, 3a, 4d ter 6, 7 povejo, da je skupna ¢asovna zahtevnost procedur Pripravi,
Razdeli in Sestavi enaka O(d). Zato je casovna zahtevnost algoritma FFT(a, d)

d

T(d) = 2T(§) +O(d).

Glavni izrek metode Deli in vladaj nam pove, da za resitev T'(d) velja
T(d) =0O(dlogd).

Casovno zahtevnost algoritma FFT(a,d) smo izrazili z d, §tevilom komponent
v k.p. polinoma. Med d in stopnjo n polinoma je zveza d = n + 1, zato tudi za
casovno zahtevnost FFT, izrazeno z n, velja T'(n) = ©(nlogn).

Sklep. Algoritem FFT izracuna DFT reda d v ¢asu ©(dlogd).
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Uporaba

Razvili smo algoritem FFT, ki v ¢asu ©(nlogn) pretvori k.p. polinoma stopnje
n v njegovo v.p. na tockah w', ..., w™, kjer je w (n+1)-vi primitivni koren enote.

Zdaj lahko FFT uporabimo pri mnozenju polinomov p(x) in ¢(x) tako, da njuni
k.p. pretvorimo v v.p. na omenjenih tockah. Ko dodamo manjkajoce vrednosti
vsaki od v.p., mnozenje istoleznih komponent da v.p. produkta p(zx)q(z).

Zdaj znamo izra¢unati vrednostno predstavitev produkta p(z)q(x). Ce pa potre-
bujemo koeficientno predstvaviljen p(x)q(x), moramo uporabiti Se inverzno DFT.
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Inverzna diskretna Fourierova transformacija ...

Naj bo a vektor dimenzije d. Njegova DFT je vektor a’ = Fa, kjer je F' matrika
27

reda d x d s komponentami F; ; = w™/ (w = €*"@ pa d-ti primitivni koren enote).
Zdaj pa recimo, da bi bil znan vektor a’. Kako bi izra¢unali originalni vektor a?

Ker jea' = Fa, je F~'a’ = F~1Fa = Ia = a. Torej a dobimo, ée a’ transformi-

ramo z F'~1, inverzno matriko matrike F. Pri definiciji DFT pa smo videli, da

je F~! matrika reda d x d s komponentami F,L_J1 = éw‘i*j, torej

(w—O*O L. w—O*j . w—O*n\
1 _ i s 1
F _ - W %0 R T - _-QG.
d d
\w—n*O . w—n*j . w—n*n/

Sledi, da je a = F~la’ = éGa’ . Torej a dobimo tako, da a’ transformiramo z

matriko G in dobljeni rezultat (vektor) pomnozimo z é.
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Kaksna pa je transformacija, ki jo naredi mnozenje z matriko G?

Matrika G nas moc¢no spominja na matriko F', saj se od te razlikuje le po
predznaku v eksponentih komponent. Ali je transformacua z G v kaksni zvezi s
transformacijo z F'? Poglejmo. Ce uvedemo 7 := w~!, lahko G izrazimo takole:

(7_0*0 . TO*j L TO*n\
G = (Gi,j) = (w—i*j) — ((w—l)i*j) — (Ti*j) — 7_1'*0 o Ti*j o Ti*n
KTn.*O L. T?”;*j L Tn*n)

Zdaj vidimo: Ce bi bilo Stevilo 7 d-ti primitivni koren enote, bi bila tudi G
Fourierova matrika, zato bi za izra¢un Ga’ lahko uporabili kar algoritem FFT!
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Toda, ali 7 je d-ti primitivni koren enote? Poglejmo.

Da bi bil 7 d-ti primitivni koren enote, bi po definiciji moralo veljati dvoje:

1. 7¢=1 — 7 morabiti koren enote
2. th£1zak=1,...,d—1. — 7 mora biti primitivns koren enote

1

Preverimo (upoStevajo¢, da je 7 = w™ "~ in w d-ti primitivni koren enote):

1. 74 = (w_l)d —w = (oual)_1 =171 = 1, ker wd = 1.

2. Za poljuben k € {1,...,d — 1} je 7% = (w™1)* = (WF)7! # 1, ker W # 1.

Sklep: 7 = w™! je d-ti primitivni koren enote, ée je w™! d-ti primitivni koren enote.
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Sledi, da je G Fourierova matrika.

Zato lahko Ga’ izracunamo z algoritmom FFT, v katerem w nadomestimo z w~?!

(0z. v psevdokodi FFT nadomestimo vrstico omega“k := exp{i*k*2*pi/d} z
vrstico omega"k := exp{-i*k*2pi/d}). Ker is¢emo vektor a = éGa’, moramo
rezultat takega FF'T pomnoziti Se s Stevilom é.

Sklep. Inverzno DF'T reda d danega vektorja izracuna prilagojent FFT, ki tma
d-ti primitivni koren enote w zamenjan z w™t, dobljeni vektor pa pomnoZi z

E.
Prilagojeni algoritem FFT izracuna inverno DFT reda d v ¢asu ©O(dlogd).
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. in njena uporaba pri mnozenju polinomov

m
k.p. <—>  DFT reda ntm+1 v.p.
Vrnimo se k sliki =~ P07 @ @0000) ooemeeeeene > p(X)V=p Po s Putm)
40D = oo b Q) iiianinin™ 400 = Gooo den)

* cee *
v.p.
FX) = (Fp s Tyapy)
Istolezne komponente vrednostnih predstavitev polinomov p(x) in ¢(z) zmnozili
in dobili v.p. polinoma r(z) = p(x)g(x). Na spodnji sliki pa to v.p. pretvorimo
z inverzno DFT v k.p. polinoma r(z) = p(x)g(x), kar je bil nas cilj.

k.p. DFT reda ntm+1 v.p.
p(x)kzp (aOJ"': a}’l 503---90) """"""" > p(x) = (po:"" pn+m)
<.p- v-p-
q(x) = (bo v by ,O,.’;.,O) D n+m-+-1> q(x) ((.]0’ qln+m)
k.p. DFT ! reda n+m+1 v.p. V v
r(X) = (60,01,6‘2,...,Cn+m) B SEREEEEEE R r(x) = (7"0,..., I’n+m)

Vsako DFT izracunamo s FFT v ¢asu O((n+m) log(n+m)). Mnozenje istoleznih
komponent zahteva ©(n—+m) casa, inverzna DFT pa spet O((n+m) log(n+m)).
Skupen cas je torej reda O((n + m)log(n + m)).

Sklep. Polinoma stopenjn in m lahko zmnoZimo v éasu ©((n+m)log(n+m)).
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Dinamicno programiranje




12. Fibonaccijeva stevila

Fibonaccijevo stevilo F), je definirano na rekurziven nacin takole:
0 ce n = 0;
F, =<1 cen=1;

Torej sta prvi dve stevili 0 in 1, vsako drugo pa vsota dveh neposrednih predhodnikov.
Tule je prvih Sestnajst Fibonaccijevih sStevil:

Fy Fy Iy I3 Fy Fy Fg Iy Fy Iy Fio Fiq Fia Fis Fiy Fi5

0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610

Problem: Za dani n € N izracunaj F,.
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Rekurzivna definicija Stevila F},, nam takoj ponudi oc¢iten algoritem za izracun F),,
ki bo rekurzivno deloval po nacelu Deli in vladaj:

procedure F(n) return int;
begin
if n=0 then return 0 else
if n=1 then return 1 else
return(F(n-1) + F(n-2))
endif endif
end.

Izvajanje zgornjega algoritma pri n = 6 kaze drevo. Vozlisca so izvedbe pro-
cedur F'(i), rdece povezave klici procedure F', zelene povezave pa posredovanja
rezultatov klico¢im proceduram F'.
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Izvedba pri n =6 razkrije hibo zgornjega algoritma: veliko izracunov se ponovi!

Npr. F'(4) se izracuna 2-krat, F'(3) 3-krat, F'(2) pa 5-krat. Splosno: pri racunanju
F, se F(k), 2 < k < n, sprozi n — k 4+ 1-krat. Ce je T'(k) ¢asovna zahtevnost
izvedbe F'(k), se zaradi vseh ponovitev porabi vsaj > ¢ _,(n — k)T(k) = Q(n?)
¢asa (v primeru, ko bi bil T'(k) = O(1)).

Opomba. V zgornjem drevesu sta nalogi ,,Izracunaj F5” (v levem poddrevesu)
in ,,Izracunaj F” (v desnem poddrevesu) loceni, a kljub temu zahtevata resitev
istih nalog (tj.,,Izrac¢unajF3” in , IzracunajFs”). To je vzrok za ponavljanje
izracunov.
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Algoritem tipa Deli in vladaj zaradi zgornje hibe ni uc¢inkovit. Ho¢emo boljsega.

Rekurzivna enacba za F, nam odkrije Se en oc¢iten postopek: racunanje F(n)
naj poteka ,,od spodaj navzgor”, od Fj in F] ¢ez vse vinesne F; do rezultata Fi,.

procedure F(n) return int;
begin

b:=1; c:=0; @ T
if n=0 then return c else
if n=1 then return b else @
for i:=2 to n do
a:=b+c; c:=b; b:=a @ T
endfor; @
endif endif
retun(a) 1 0
end.

Izvajanje novega algoritma pri n = 6. Vsako vozliSce seSteje rezultata dveh predhodnikov.

Algoritem vedno sesteje zadnji Fibonaccijevi stevili in zahtevan — 1 = ©(n) korakov.
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13. Metoda dinamiCnega progamiranja

Prirazvoju algoritmov se rabi tudi metoda, imenovana Dinamicno programiranje.

Bistvo metode je naslednje. Nalogo problema P zacnemo resevat: tako, da naj-
prej resimo vse naloge tega problema, ki so trivialno velike (in zato trivialno
resljive), potem pa za poljubno netrivialno velikost n pokaZemo, da se reitev
poljubne naloge te velikosti dd sestaviti iz resitev nalog mangsih velikosti (¢e so
te naloge Ze resene).

Torej resevanje poteka ,,0d spodaj navzgor”, od manjSih nalog proti vec¢jim.
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Ta metoda je posebej primerna, ¢e ima resevani problem naslednje lastnosti:

e Enostavnost podnalog. Nalogo problema lahko sorazmerno enostavno
razdelimo v istorodne podnaloge, te pa enostavno opisemo z indeksi (npr. 7, j).

e Optimalnost resitev. Optimalno resitev naloge lahko sorazmerno enos-
tavno dobimo iz optimalnih resitev njenih podnalog (npr.z min/max, +).

Pri tem se pogosto opremo Se na nacelo optimalnosti. Kaj pravi to nacelo?

Naj bo Dy, ..., D,, zaporedje odlocitev, ki jih algoritem sprejme, ko resuje

dano nalogo N. Pravimo, da je to zaporedje optimalno, ¢e vodi do opti-

malne resitve naloge N. Nacelo optimalnosti pa pravi: Vsako podzaporedje

D;,Djt1,...,Dj_1,D; optimalnega zaporedja D1, . . ., Dy, je tudi optimalno.
To pomeni, da D;, D;1q,...,D;_1,D; vodi od enega vmesnega rezultata

do drugega optimalnega vmesnega rezultata.

Primer. Ce najkrajso (tj. optimalno) pot A ~» B iz kraja A v kraj B razdelimo na dve
etapi, A ~» C in C ~» B, mora biti vsaka od etap najkrajsa (optimalna) pot med svojima
krajis¢ema: A ~» C najkrajsa iz A v C in C ~» B najkrajsa iz C v B. (Dokaz. ”C to ne bi
bilo res, bi bila najkrajsa neka druga etapa, denimo A — C. Toda tedaj A ~» B ne bi bila

najkrajSa pot iz A v B, ¢eprav smo predpostavili, da je!)

e Skupne podnaloge. Tudi ¢e so podnaloge videti lo¢ene, je vcasih pri
racunanju njihovih opt. resitev treba resiti tudi kake skupne podnaloge.

Pri sestavljanju resitve naloge velikosti n se vcasih rabijo le resitve nalog
velikosti n—1 (tj. zadnja generacija resitev), vcasih pa tudi resitve nalog Se
manjsih velikosti, tja do neke najmanjse velikosti n—k. (Pri Fibonaccijevih
stevilih je bil £ = 2.) O¢itno moramo resitve nalog zadnjih k generacij
zacasno hraniti, dokler jih sestavljanje novih resitev zagotovo ne bo vec
potrebovalo. To vpliva na porabo pomnilnika in prostorsko zahtevnost
algoritma, ki je bil razvit po metodi dinami¢nega programiranja.
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14. Najvecji pretok

Motivacija

Dano je omrezje, ki ga sestavljajo vozlis¢a in povezave med njimi. V omrezju
sta dve odlikovani vozliS¢i, izvor in ponor. Iz izvora priteka v omrezje neka
dobrina, ki se brez izgub razporedi in pretaka po povezavah omrezja, in ki vsa
odteka skozi ponor. Ce se dotok dobrine (koli¢ina dobrine v sekundi) poveca, se
spremeni njen pretok po povezavah in kon¢no poveca tudi njen odtok v ponor
— a le do neke meje, saj ima vsaka povezava svojo kapaciteto, najvecji pretok,
ki ga povezava Se zmore. Zato obstaja neki najvecyi pretok dobrine od izvora
do ponora takega omrezja. Problem, ki nas bo zanimal je, da za dano omrezje
izracunamo najvecji pretok.

izvor ponor
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Definicija problema

Omrezje je oznacen usmerjen graf G(V, A, c¢). V ={1,2,...,n} je mnozica vozlis¢,

ki vsaki povezavi (7, j) € A priredi njeno kapaciteto ¢; ; > 0. Vozlisce 1 je izvor,
vozlisée n pa ponor omrezja. Iz izvora priteka dobrina s hitrostjo v [£22%2] ki se

razporedi po povezavah omreZja in odteka v ponor. Ce oznacimo z v; ; pretok
dobrine po povezavi (i, j), mora veljati

(1) 0< v < ¢ -..pretok ez povezavo je med 0 in kapaciteto povezave;

—v ¢ek=1; //v1priteka 0 in odteka v [=2];
(2) Dovig—> vk; =40 ek #1,n; // kar v k priteka, iz k tudi odteka;
u J

enota]
—S .

v ¢ek=mn; //vnpriteka v in odteka 0 |

Koli¢ina v je trenutni pretok skozi omrezje, mnozica {v; ; } pa razporeditev trenut-
nega pretoka v po povezavah omrezja.
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Velikost v > 0 dotoka dobrine v omrezje lahko zmanjSamo na velikost v' < wv.
ZmanjSani dotok se bo samodejno prerazporedil po povezavah, tako da bo nova
razporeditev {v; ;} izpolnjevala zgornji zahtevi (1) in (2). Kaj pa obrnjeno? Ali
lahko najdemo razporeditev {v;’;}, ki bo izpolnila (1) in (2), in bo v" > v?
Torej, ali lahko povecamo trenutni pretok v skozi omrezje G? Opazimo, da
pretok ne more biti vecji od ) jC1,j, zato je to neka zgornja meja za velikost
pretoka skozi G. To pa pomeni, da obstaja tudi najmajsa zgornja meja za ve-
likost pretoka skozi G.

Problem: Za omrezje G(V, A, ¢) izracunaj najmanjso zgornjo mejo v* velikosti
pretoka skozi omreZje in razporeditev {v;‘j} pretoka v* po povezavah omreZja.
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Naivni algorithm

Najprej se lotimo resevanja problema s pojmom prereza grafa, ki ga je tudi sicer
koristno poznati. Izkazalo se bo, da nas to vodi do algoritma z eksponentno
casovno zahtevnostjo, kar je prevec.

Definirajmo pojme, ki jih bomo rabili. Paru (S, T) retemo (1, n)-prerez omrezja
G(V,A,c),¢eje SUT =V in SNT =0 ter 1 € Sin n € T. Torej mnozico V
razdelimo v disjunktni mnozici S in T tako, da je izvor v S, ponor pa v T. Ka-
paciteta ¢(S,T) tega prereza je vsota kapacitet vseh povezav, ki vodijoiz S v T,

C(S, T) = Z Cij-

Intuitivno: iz S v T se lahko pretaka kvedjemu c(S,T) enot dobrine na sekundo.
Torej lahko izvor posilja dobrino v omrezje s hitrostjo v, kjer je v < ¢(S,T).
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V splosnem ima G vec (1, n)-prerezov, zato bo tisti, ki ima najmanjso kapaciteto,
dolocal najveci pretok v* skozi GG. Ugotovili smo, kaj je resitev v™*:

v* = min ¢(S,T).
(S,T)

*

Poglejmo Se, kako bi izracunali v* iz te enacbe.

Izracunati moramo kapacitete vseh (1, n)-prerezov grafa G in izbrati najmanjso
med njimi. Vseh (1,n)-prerezov (S,T) grafa G je toliko kot podmnozic S C V,
ki vsebujejo 1 ne pa n. Teh podmnozic je 2"72. (Izpeljite.) Zato je ¢asovna
zahtevnost takega racunanja v* reda ©(2"), torej eksponentnal

Poiskati bo treba hitrejsi algoritem.
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Ford-Fulkersonov algoritem

Zamisel opiSimo na primeru omrezja na spodnji sliki.

1/2

Temeljna pot iz izvora v ponor nima ciklov,
smeri povezav na njej pa so zanemarjene.

®6 : . :
Odebeljene povezave sestavljajo temeljno pot.
Vsaka povezava (7, j) ima oznako v; j/c; ;.

Izberimo temeljno pot P, npr. P = 1 / 2 1l>2 4 <+ VA 5 l> 6 in poskusajmo

povecati pretok ¢ez njo. Pri tem zanemarimo vsa vozlis¢a in povezave izven P.

Povecajmo pretok v 2 = 1 na 2. (To se da, ker je ¢; 2 = 3.) Ker zdaj v 2 doteka
za 1 vecji tok, bi moral iz 2 odtekati za 1 vecji tok. Zato moramo povecati
v24 = 1 na 2. (To se da, ker je ca4 = 2.) Zdaj v 4 doteka za 1 vedji tok, zato
bi moral iz 4 proti 5 odtekati za 1 vecji tok. Toda trenutni tok med 4 in 5 je
usmerjen proti 4. Zato pretok vs 4 = 1 zmanjsamo za 1 na 0. (To smemo, saj
je pretok lahko 0.) Ker zdaj iz 5 proti 4 tece za 1 manjsi tok, moramo za 1
povecati tok iz 5 proti 6, tj. povecati vs g = 1 na 2. (To se da, ker je ¢56 = 2.)

Ker je 6 ponor, nam je uspelo povecati pretok cez P za 1.

2/3 _2/2  0/1 _2/2

2 =455 6.

7 novimi pretoki v povezavah je P =1 =
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Povzemimo: povecanje pretoka po prvi povezavi izbrane temeljne poti P je
zahtevalo spremembe pretokov na vseh naslednjih povezavah na P. Vse te
zahteve so izvirale iz pogoja, da mora iz vozliS¢a odtekati toliko dobrine kolikor
je vanj doteka. Zato je bilo treba povecati odtekanje iz vozlista (a ne preko
kapacitete povezave) ali pa — Ce je bila povezava usmerjena nasprotno od ponora
— zmanjSati dotekanje v vozlis¢e (a ne pod 0). Ker smo lahko vse spremembe
uresnicili, smo pretok ¢ez P uspeli povecati.
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Opisimo zamisel bolj natancno in splosno. Najprej nekaj definicij.

Predpostavimo, da je v omrezju G(V, A, ¢) vsako vozlis¢e na neki temeljni poti
(tako je v realnih omrezjih) in da so vsi ¢; ; € N (to prepreci patoloske primere).
Naj bo P temeljna pot v omrezju G(V, A, ¢). Povezava (i, j) na P je pozitivna, e
na poti P kaze v smeri od izvora proti ponoru; sicer je (i, ) na poti P negativna.

v..lc; N
ij i s ij i
.-0—> . @0 Y
L4 . . . o . . L)
2 ! .. J Tl . J ‘l / “ S "
1 & pozitivha negativna A
povezava povezava

Temeljna pot v omrezju. Vsaka povezava na njej je pozitivna ali negativna. Pozitivna povezava
je zasiCena, Ce je pretok ez njo dosegel njeno kapaciteto; negativna povezava pa je zasiCena, Ce je

pretok ez njo padel na 0. Cela pot je zasiCena, Ce je na njej vsaj ena zasi¢ena povezava.

Mnozico vseh pozitivnih povezav na poti P ozna¢imo s P, mnozico vseh neg-
ativnih povezav na poti P pa s P~. Povezava (i,j) € P je zasicena, Ce je
v; ; = C;j; povezava (i,j) € P~ pa je zasicena, e je v; ; = 0. Temeljna pot P
je zasicena, Ce vsebuje vsaj eno zasi¢eno povezavo.
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Sledi, da pretoka ¢ez zasi¢eno temeljno pot P ne moremo povecati (saj je pretok
v vsaj eni pozitivni povezavi na P dosegel kapaciteto povezave, ali pa je v vsa]
eni negativni povezavi na P padel na 0.) Povedano drugace: P ni zasicena, Ce
za vsako (i,7) € PT velja v; j < ¢; ; in Ce za vsako (i,j) € P~ velja v; ; > 0.

Zamisel algoritma

Zdaj se nam utrne zamisel algoritma: po vrst: zasiti vse nezasicene temeljne pot:.
V G(V, A, c) je kontno mnogo nezasi¢enih temeljnih poti. Ker so kapacitete
povezav naravna Stevila, moramo pretok ¢ez nezasiceno temeljno pot povecati
za neko naravno Stevilo, da jo zasitimo. Sledi, da bo algoritem zasitil vse in se
ustavil. Zamisel pa takoj sprozi tudi nekaj praktiénih vprasanj:

1.

Ali je pretok ¢ez G(V, A, v) najvedji, ¢e so vse temeljne poti zasi¢ene?

2. Kako v G(V, A,v) najdemo nezasi¢eno temeljno pot?
3.
4

. Za koliko se poveca pretok Cez nezasi¢eno temeljno pot, ¢e pot zasitimo?

Kako nezasiceno temeljno pot zasitimo?
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Zacnimo z odgovorom na vprasanje 4.

Na povecanje pretoka ¢ez nezasiceno pot P vplivajo njene pozitivne in negativne
povezave. Pretok v (i,7) € PT se lahko povec¢a za najveé ¢; j —v; j, zato je lahko
poveCanje pretoka Cez P po zaslugi P* najve¢ ming; jyep+{ci; — vi;}. Pretok
v (¢,7) € P~ pa se lahko zmanjSa za kvecjemu v; j, zato je lahko povecanje
pretoka cez P po zaslugi P~ kvecjemu ming; jye p-{v;,; }. Sledi, da temeljno pot
P zasitimo natanko tedaj, ko povecamo pretok ¢ez njo za

miny min {¢; i —v; i1, mMin (Ut . *
{,min_{e; v} min {o,,}) 8

V nadaljevanju odgovorlmo hkrati na vpraSanji 2 in 3.

Zamislimo si metodo, s katero bomo poiskali in zasitili neko nezasi¢eno temeljno
pot v G(V, A, c). Iskanje naj se zaCne v izvoru omrezja. Od tam naj postopno
prodira v omrezje tako, da obiSce cedalje ve¢ vozliS¢, dokler ne doseze ponora.
Pri tem naj vsako obiskano vozlisce ustrezno oznaci. Oznacevanje naj bo tako:
oznake obiskanih vozlisé naj bodo take, da bo (po tem, ko bo doseZen ponor)
mozno (1) iz njih izslediti neko nezasiceno temeljno pot P in (ii) P zasititi.
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Izvedbo teh zamisli opisujejo naslednje tocke:

o (Oznake vozlis¢. Opisimo oznake, ki naj jih nosijo oznacena vozlisca. Naj
bo ¢ oznaceno vozlisce, 7 pa neoznacen sosed. Kaksno oznako naj dobi 57
Oznaka naj bo odvisna od smeri povezave med i in j: Ce je (¢,7) € A, naj
j dobi oznako (+i,4;), ¢e pa je (j,i) € A, naj j dobi oznako (—%,d;).

(b)

Oznacena vozlis¢a (zelena) in neoznacena vozlis¢a (bela). Dodelitev oznake neoznatenemu vozlis¢u

j, ki je sosed nepregledanega vozlis¢éa i: (a) ¢e gre povezava iz i v j; (b) ¢e gre povezava iz j v 1.
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e Pomen in namen oznak. KakSen pomen in namen ima oznaka vozliSca j7
Prva komponeneta oznake vozlisca 7 bo omogocila, da izsledimo predhod-
nika vozlis¢a j (torej tocko 7) na nezasiceni temeljni poti (po tem, ko bo
pri prodiranju skozi G dosezen ponor in iz katerega se bo pri vracanju
proti izvoru rekonstruirala ta pot). Druga komponenta oznake vozlisca j
bo povedala, da se d& pretok cez pot 1 — --- — ¢— j povecati za najvec ;.
Zato to komponento definiramo kot

j =

~

5. def min{&i,ci,j — ’Uz"j} ce (Z,]) - A;
min{d;, v, ;} ce (7,1) € A.

S tako definiranim d; lahko med prodiranjem skozi G sproti racunamo
vrednost izraza (x). (Vidimo, da mora izvor dobiti oznako (1, 00).)
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e Potek oznacevanja. Med prodiranjem skozi omrezje bo v vsakem trenutku
nekaj vozlis¢ ze oznacenih in nekaj Se neoznacenth. Med oznacenimi bodo
nekatera imela vse svoje sosede ze oznacene, pri drugih pa bo vsaj en sosed
Se neoznacen. Prvim bomo rekli pregledana, drugim pa nepregledana. Na
zacetku bo izvor oznacen a nepregledan, ostala vozlis¢a pa neoznacena.
Med prodiranjem skozi omrezje bomo ponavljali naslednje:

(a) izberi nepregledano vozlisce i;

(b) oznaci kakega neoznacenega soseda j (kot je opisano zgoraj);
(c) razglasi j za oznacenega in nepregledanega;
(d) razglasi i za pregledanega, ¢e je bil j njegov zadnji neoznaceni sosed.
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o [zsleditev poti. Ko je pri prodiranju skozi omrezje G(V, A, ¢) dosezen in
oznaéen ponor 7, je njegova oznaka (+4,6,) ali (—j,8,), kjer je j € V.. Ce
je 0, > 0, to pomeni, da obstaja nezasicena temeljna pot P, ki se jo da
zasititi, ¢e pretok ez njo povecamo za 9,,. Katera pa je ta temeljna pot P,
cez katera vozliSca poteka? Iz oznake ponora n vidimo, da je predzadnje
vozlisée na njej vozlisée j. To nam pove, da je P = 1 «w j,n. (Ce je
(j,n) € A,je P=1«~»j > n,cepaje(n,j) €A je P=1«wj< n)
Tudi vozlisce j ima oznako, ki je bodisi (+4¢,6;) ali (—¢,6;), kjer jei € V.
Zato je P = 1 «w 1,7,n. Tako enega za drugim izsledimo Se vsa ostala
vozliS¢a na poti P in smeri povezav med njimi. Skratka, ce je 9,, > 0,
lahko rekonstruiramo temeljno pot, ki jo lahko zasitimo s povecanjem
pretoka za 9,,.
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e Zasicenje poti. Kako zasitimo temeljno pot P, odkrito v prejsnji tocki?
Enostavno: vsaki pozitivni povezavi na poti P povec¢amo njen pretok za
0, vsaki negativni povezavi na P pa zmanjSamo njen pretok za d,. (To
bi lahko sproti poceli ze v prejsnji tocki po vsaki izsleditvi prejsSnjega
vozlisca.)

e Ponouvitev. Ko zasitimo rekonstruirano temeljno pot P, se pretok cez
omrezje poveca za d,. Kljub temu lahko obstaja Se kaka nezasicena temeljna
pot. Da jo odkrijemo, moramo ponoviti cel postopek oznacevanja. Seveda
moramo pred tem izbrisati oznake vseh vozliS¢ razen izvora.

e Konec. Algoritem se konca, ko pri nekem pretoku v* ¢ez G(V,A,c) v
omrezju ni ve¢ nezasicenih temeljnih poti, tj. ko oznacevanje vrne o,, = 0.
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Casovna zahtevnost

Naj bo v* najvecji pretok ¢ez G(V, A, ¢). Da Ford-Fulkersonov algoritem izra¢una
v*, mora zasititi kvec¢jemu v* temeljnih poti, saj vsako zasi¢nje temeljne poti
poveca pretok cez G(V, A,c) za vsaj 1. Vsaka temeljna pot ima kvecjemu |A]
povezav, zato oznacitev, izsleditev in zasi¢enje temeljne poti zahtevajo O(|A|)

casa. Sledi, da je casovna zahtevnost Ford-Fulkersonovega algoritma reda
O(v*[Al).

Toda ni nam vé¢, da je ¢asovna zahtevnost racunanja rezultata v* odvisna prav
od tega rezultata; poleg tega je lahko v* zelo velik. Edmonds in Karp sta to
slabost odpravila z naslednjim enostavnim dopolnilom v poteku oznacevanja:
vozliséa naj postanejo pregledana v istem vrstnem redu kot so postala oznacena.
Tako popravljeni algoritem ima ¢asovno zahtevnost

O([V[-|A]%).
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IzboljSani algoritmi

Problem najvecjega pretoka je pomemben, zato je bil in je Se vedno predmet
mnogih raziskav. Tule je seznam izboljSav Ford-Fulkersonovega algoritma in
drugih algoritmov za ta problem, skupaj z njihovimi ¢asovnimi zahtevnostmi v
odvisnosti od n = |V| in m = |A| (posebej je U ~ v*):

O(v*m) 1956
O(m?n) 1969
O(mn?) 1970

O(n®) 1973
O(v/mn?) 1976
O(n®) 1978
O(m?/3n°/3) 1978
O(mnlog®n) 1979
O(mnlogn) 1980
O(mnlog(n®/m)) 1985
O(mnlog_m n) 1994

2
O(mmin(n?3,m'/?)log v 1998

2013
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Malhotra, Kumar, Maheshwari
Galil

Galil, Naamad

Sleator, Tarjan
Goldberg, Tarjan
King, Rao, Tarjan
Goldberg, Rao
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15. Nahrbtnik

= .= _ o=
E =SS

Problem: Dana je mnozica R = {1,2,...,n} z elementi, ki predstavljajo
neke reci, ter funkciji v : R — N in ¢t : R — N, ki vsaki reci ¢ priredita
vrednost v(i) in tezo t(i). (Krajse: v; := v(i) in t; := t(7).) Dano je tudi stevilo
a € N, ki predstavlja nosilnost nahrbtnika. Naloga je naslednja:

Poiséi podmnozico P C R, imenovano plen, za katero bo veljalo

Zti < a (plen ni pretezek)
icP
in ki bo maksimirala vsoto

qu@- (plen je najvrednejsi).

icpP
Ta problem se imenuje Problem nahrbtnika (krajSe NAHRBTNIK) in je NP-tezek.
Zato verjetno ne bi uspeli zasnovati algoritma, ki bi problem resil v polinomsko
omejenem casu glede na velikost primerka problema. Ni¢ pa nam ne brani iskati

algoritma, ki bo vedno vrnil reSitev ne glede na potreben cas.
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Zamisel algoritma

Naj bo V =) . v; skupna vrednost vseh re¢i v mnozici R. Izberimo poljuben
v € {0,1,...,V}. (Izbrani v je vrednost, ki je smiselna za pomnozice P C R.
stevila, ki so manjsa od 0 ali ve¢ja od V ali necela, niso vrednosti kake P C R.)

Naj bo ¢ € R poljubna re¢. Definirajmo R; kot mnozico pruvih i reci
mnozice R, tj. R; = {1,...,i}. Mnozica R; ima svoje podmnozice, vsaka od
njih pa svojo vrednost in tezo. Osredotoc¢imo se na tiste podmnozice mnozice
R;, ki so tezke kve¢jemu a. Lahko se zgodi, da med njimi ni nobene, ki bi bila
vredna v (ki je bil izbran zgoraj). Seveda pa se lahko tudi zgodi, da je med
njimi vsaj ena, ki je vredna v — in tedaj je (vsaj) ena med njimi najlazja. To
podmnozico oznacimo z N;(v). Strogo jo definiramo takole:

najlazja med podmnozZicami mnoZice R;,
N;(v) df ) ki so vredne v in tezke kvecjemu a ¢e taka obstaja;

1 (nedefinirano) ¢e take ni.
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Kako naj uporabimo to nenavadno mnozico pri resevanju problema nahrbtnika?

Ideja je tale: po vrstiracunaj mnozice N, (V'), Ny (V —1), Np(V —2), ... in koncaj
pri prvi, ki je definirana. Ce je to mnozica N,,(V —m), kjer je 0 < m <V, velja
Ny(VIT, No(V = D1, Ny (V=21 ... Ny (V —m 4 1)1 in N, (V — m)J.

Intuitivno: algoritem zmanjSuje zZeleno vrednosti plena, dokler ne najde plena,

ki se da odnesti. Ocitno je vrednost V' — m maksimalna vrednost v* plena, ki
se ga da odnesti, mnozica N, (V — m) pa iskana mnozica P.
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Naslednje vpraSanje je, kako izra¢unati mnozico N, (-) pri danem argumentu - .

Smiselno bi bilo, da poskusamo izraziti N;(-) z eno ali ve¢ ,,manjSimi” mnozicami
enake vrste, tj. mnozicami N;_1(-), N;—2(+),..., N;—r(-) za neki k. Ta zamisel
racunanja ,,0d zgoraj navzdol” bi nas vodila k rekurzivnemu algoritmu vrste
deli in vladaj za izracun mnozic Ny (-).

Rac¢unanja mnozic N, () pa bi se lahko lotili tudi od ,,spodaj navzgor”, tj. tako,
da bi iz ze izra¢unanih mnozic N;_1(-), N;—2(-),..., N;i—r(-) (za neki k) racunali
mnozice N;(-). To bi bilo ra¢unanje mnozic N, (-) po metodi dinamicnega pro-
gramiranja. Prav to bomo uporabili v naslednjem razdelku (tam bo k& = 1).
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Pri obeh metodah moramo odkriti zvezo (Kaksno?) — ¢e ta sploh obstaja —
med resitvijo naloge velikosti 4 in resitvami nekaterih (Katerih?) nalog velikosti
i—1,...,i—k za neki (Kateri?) k (1 < k <1).

Prav to je pogosto tezko, ker zahteva kreativnost, inspiracijo, uvid in eksaktno
dedukcijo, torej naravno inteligenco.
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Algoritem z dinamiénim programiranjem

Nas cilj je izraziti mnozico N;(v) z eno ali ve¢ mnozicami N;_1(-).
Ce nam bo uspelo, bomo izrazili tudi tezo T;(v) mnozice N;(v) s tezami T;_1(-).
Cilj bomo poskusali doseci na induktiven nacin: najprej bomo raziskali trivialne

mnozice N1 (-) in njihove teze 17 (-), potem pa razmisljali, kaksna bi utegnila biti
zveza med N;(v) in mnozicami N;_1(-).

Ce bomo kako zvezo nasli, nas bo morda vodila $e do zveze med Tj(v) in Tj_; (-).
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Zdaj pa zac¢nimo:

1 =1

Opravka imamo z mnozico Ry = {1}. Njeni podmnozici sta dve: () in {1}.
Vrednost prve je 0, druge pa v;. Torej so mnozice N1 (+) naslednje:

N1(0) =10 ker je () edina podmnozica R;, vredna 0;
Ni(v1) = {1} ker je {1} edina podmnozica R;, vredna vy;
za v # 0,v1 je N1(v)t ker R1 nima podmnozic, vrednih v.

Njihove teze so
T (0) = 0;
Ty (v1) = t1;
za v # 0,v1 je T1(v)T.
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WV

Zdaj je R; = {1,...,i}. Ko bo N;(v) izracunana, bo bodisi vsebovala
element ¢ ali pa ga ne bo vsebovala. Poglejmo vsako moznost podrobno.

1€ NZ(U)

V tem primeru bo N;(v) sestavljena iz {i} in (nacelo optimalnosti!)
najlazje podmnozice mnozice R; 1, ki je vredna v — v;; torej bo
NZ(”U) = {Z} U NZ‘_1(”U — Ui). (*)
Teza te mnozice bo
Ti(v) =ti+ Ti—1(v —v;).
To bo veljalo, ¢e so biliv—v; > 0, N;_1(v—v;) L int;+T;_1 (v—v;) < a.

i & Ni(v)

V tem primeru bo oc¢itno

Nz(’U) = NZ’_1<U) (>l<>|<)

Ti (U) = Ti—l (U)

Toda za N;(v) je morala biti izbrana lazja od alternativnih N;(v) v (%) in (),
sicer kon¢ni V;(v) ne bi bil skladen s svojo definicijo. Zato je N;(v) tezka

T;(’U) = mm{tz + E_l(v — ’Ui), ﬂ_l(v)}.
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Po tem razmisleku se algoritem za reSevanje problema NAHRBTNIK glasi:

procedure Nahrbtnik(R,t,v,a) return P;

begin
Izracunaj V;

for v := 0 to V do
N_1(v) := nedefinirano; T_1(v) := nedefinirano;

endfor;

N_1(0) := praznamnozica; T_(0) := 0;
N_1(v_1) := {1}; T_1(v_1) := t_1;

for i:= 2 to n do

for v := 0 to V do

if v-v_i >= 0

and N_{i-1}(v-v_i) definirana

and t_i + T_{i-1}(v-v_i) <= a

and t_i + T_{i-1}(v-v_i) <= T_{i-1}(v)

then
begin
N_i(v) := {i} U N_{i-1}(v-v_i);
T_i(v) := t_i + T_{i-1}(v-v_1i)
end
else
begin
N_i(v) := N_{i-1}(v);
T_i(v) := T_{i-1}(v)
end
endfor
endfor;
v* := najvecji v, pri katerem je N_n(v) definirana;
P := N_n(v%)

end.
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Casovna zahtevnost algoritma

Casovno zahtevnost algoritma narekuje dvojna zanka for i...for v. Ostali
deli algoritma imajo ¢asovno zahtevnost O(1). Telo dvojne zanke zahteva O(1)
operacij, izvede pa se (n—1)(V 4+ 1)-krat. Zato je ¢asovna zahtevnost celega
algoritma O(nV).

Casovna zahtevnost algoritma je polinomsko odvisna tako od n kot od V. Ali
nas algoritem resi NP-tezek problem NAHRBTNIK v polinomskem casu?

Ne. Casovna zahtevnost je definirana kot funkcija doline vhodnih podatkov
(tj. velikosti prostora zanje), ne pa njihove welikosti (magnitude). V izrazu
O(nV) je V wvelikost vhodnih podatkov. Ce V izrazimo z njegovo dolzino
d = [log V'], je éasovna zahtevnost algoritma O(n2?), torej eksponentno odvisna
od dolzine vhodnih podatkov.
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16. Najcenejse poti iz izhodisCa

Definicija problema

Dan je utezen usmerjen graf G(V, A, ¢), kjer je V- ={1,2,...,n} mnozica vozlis¢,
funkcija, ki vsakemu paru (¢, ) € V xV priredi njegovo ceno ¢; ;. Zavsaki € V
jecii=0in¢,; =00 <= (i,7) € A. Usmerjena pot iz vozliséa i, € V v

i € V je zaporedje vozliS¢ i1,12,...,1¢, £ = 2, Kkjer je i1 = 1, in 1y = 1 ter
(¢j,i41) € Azaj=1,...£—1. Cena u;_;, te potije vsota cen njenih povezav,
j=t—1
Wiy yip = E : Cijyijin-
=1

Cikel je usmerjena pot iz 7, v 1%, ki se konca v zacetnem vozliS¢u, torej ¢, = 1.
Cikel negativen, Ce je njegova cena negativno Stevilo. Vozlis¢u 1 recemo izhodisce.

Problem: Za vsako vozliséei € V' poisci najcenejso pot iz 1 vi in njeno ceno uj ;.
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Vcasih ta problem ni resljiv. To se zgodi, ¢e iz izhodisc¢a do nekega vozlis¢a ni
usmerjene poti (zaradi nepovezanosti grafa ali pa zaradi smeri povezav.) Drugi
razlog je obstoj negativnih ciklov.

Zakaj? Naj bo i, ~» i (i = i,) negativen cikel v G in Ciy,ip, € R7 njegova cena. Kaksna je
najcenejsa pot iz 1 v vozlis¢e 7,7 Denimo, da je to pot 1 = 41,%2,...,%, s ceno uy,,. ¢e bi to pot
podaljsali z negativnim ciklom i, ~~ i, (= i.), bi bila cena podaljsane poti w1, + Ciyiy < Uiy,
saj je ¢i, iy, < 0. Zato1l = i1,12,...,%, ne bi bila najcenejsa pot iz 1 v i,, ¢eprav smo predpostavili,
da je! Tudi ce bi si premislili in rekli, da je podaljSana pot najcenejSa, bi tudi njej lahko dodali Se
en obhod negativnega cikla. Ker bi lahko cikel obhodili poljubno mnogokrat, bi lahko ceno poti iz

1 v 7, v nedogled zmanjsevali. Sklenemo lahko, da ne obstaja najcenejSa pot iz 1 v .

Zato bomo odslej predpostavljali, da (1) v G obstaja usmerjena pot iz izhodisc¢a
do vsakega vozliséa in (2) G nima negativnih ciklov.

162 © Borut Robi&



Bellmanove enacbe

Pisimo u; namesto u; ;. Kako izracunati u; za dani ¢7? Ce jeti =1, je u; =
c11 = 0. Ce je i # 1, ima najcenejsa pot iz 1 v i obliko 1 ~» k — i, kjer je
k # 1. Po nacelu optimalnosti mora biti 1 ~ k najcenejSa pot iz 1 v k, zato je
njena cena uy. Ce temu pristejemo $e ceno povezave k — i, dobimo uy + Ch,is
kar je cena najcenejsSe poti iz 1 v 7, ki precka i-jevega soseda k. Toda ¢ ima lahko
Se druge sosede k', k", ... in preko vsakega lahko obstaja najcenejsa pot iz 1 v
i. NajcenejSsa med temi potmi mora biti iskana najcenejsa pot iz 1 v i (ne glede
na to, katerega soseda precka). Ugotovili smo, da je

u; = m]jn {ur + crqi}-

(kyi)eA
k
u D
"~~‘~_l€. ------ ) Ck)l
.’ K.
- ’—\ ’-
B AN [P St
‘. "
I g L

Najcenejsa pot iz 1 v ¢ precka nekega soseda vozlisca i.
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To mora veljati za vsak ¢+ = 2,3,...,n; povedano drugace, za w1, Uz, us, . .
mora veljati naslednji sistem t.i. Bellmanovih enacb (BE):

oz. krajse

u1:0

Up = mljn {ur + ci2}
(k,2)€A

Uz = mljn {ur +cr 3}
(k,3)€A

w; — mkin {uk + cri}

(kyi)EA
Uy = mkin {ug + cpn}
(k,n)eA
0 ce 1 =1,
U = mljn {uk + Ck;,z'} ce 1> 2.
(k,i)eA
164
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Ugotovili smo: ¢e so uq, us, ..., u, cene najcenejsih potiiz 1 vvozliséa1,2,...,n
grafa G(V, A, c), potem so reSitev grafu pridruzenega sistema BE. Povedano
drugace: ¢e so ui,us,...,u, resitev Problema najcenejsih poti iz izhodi$ca za
dani graf G(V, A, ¢), potem so tudi resitev grafu pridruzenega sistema BE.

Kaj pa obratno? Ce so uj, us, ..., u, resitev grafu G(V, A, ¢) pridruzenega sis-
tema BE, ali so tudi resitev Problema najcenejsih poti iz izhodiséa za G(V, A, ¢)?
Odgovor je da. Seveda moramo to dokazati.

Ideja dokaza. Ugotoviti moramo, kaj v grafu G(V, A, ¢) pomenijo ui,uz, ..., Uy, ki so resitev
BE. Do ugotovitve, da ,,u; pomeni ceno najcenejSe poti iz 1 v ¢+ v G” pridemo, ker nam na podlagi
lastnosti uy, us, ..., u, uspe (i) povezati vozlis¢a V grafa G v drevo T' s korenom v 1 in povezavami
k — 1, kjer je k tisti, ki minimizira desni del enatbe u; = ming{ur + cx ;} ; (ii) dokazati, da je
T vpeto drevo v Gj; (iii) dokazati, da je u; cena neke poti iz 1 v ¢ v G; in (iv) dokazati, da je

u1i,us,...,u, edina resitev BE. []
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Posledica obeh ugotovitev je pomembna:

Sklep. Resitev Problema najcenejsih poti iz izhodiséa v grafu G(V, A, c) je
natanko resitev grafu pripadajocega sistema Bellmanovih enach.

Problem Najcenejsih poti iz izhodis¢a smo prevedli na problem Resevanje sistema BE.
Prakti¢no to pomeni, da lahko reSevanje Problema najcenejsih poti iz izhodisca
nadomestimo z resevanjem sistema Bellmanovih enacb. Zato bomo naso pozornost,
preusmerili na vprasanje, kako resiti sistem Bellmanovih enacb.
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Resevanje sistema BE Bellmanovih enacb

Oglejmo si spet sistem Bellmanovih enacb
U = 0
Uy = mkin {uk + cr 2}
(k,2)eA
Uz = mk:;ln {ur + cr 3}
(k,3)eA

w; = mljn {ur +cki}
(k,i)eA

Uy = mkin {ur + crpn}
(k,n)eA

Kako naj ga resimo? Enacba u; = miny (5 ;)c a{ur +cx,;} razkriva, da za izracun
u; potrebujemo nekatere Ze izracunane uy. Zato bi bila za reSevanje sistema
primerna metoda dinamicnega programiranja.
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V nadaljevanju bomo obravnavali druzine sistemov BE (oz. grafov G(V, A, ¢)),
kjer je ta metoda posebno primerna.

Prva taka druzina sistemov BE pripada aciklicnim grafom G(V, A, c¢). Preden
si jo bomo ogledali, moramo na kratko zaviti z glavne poti in spoznati, kaj je
topolosko urejanje grafov.
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Topolosko urejanje grafov

Naj bo G(V,A) graf z mnozico vozlis¢c V = {1,2,...,n}. Vozlis¢a zelimo
preimenovati tako, da bo po preimenovanju vsaka povezava tekla iz vozlisca z
manjSim imenom v vozliSce z ve¢jim imenom. Preimenovanje vozliS¢ naj opravi
bijektivna funkcija 7: V — V, ki vsakemu i € V priredi novo ime 7(i) € V, da
bo veljalo (i,5) € A= 7(i) < 7(j). Ce za graf G(V, A) taka funkcija 7 obstaja,
recemo, da 7 topolosko ureja G(V, A) oz. da je G(V, A) z njo topolosko urejen.

N N

Graf je topoloSko urejen s (7).

DN A WN =
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Nekateri grafi imajo vec¢ razlicnih topoloskih ureditev. Npr., graf na prejSnji sliki
topolosko ureja tudi funkcija 7 = (é i: g: ;‘; ®). Vendar pa obstajajo grafi, ki jih
ni mogoce topolosko urediti. Tak je, na primer, usmerjeni cikel 3 - 1 — 2 — 3.

Kateri grafi se dajo topolosko urediti in kateri ne? Odgovor da tale izrek:

Izrek. Graf G(V,A) se da topolosko urediti natanko tedaj, ko je aciklicen.

Dokaz. (=) Naj bo G topolo§ko urejen. Ce bi imel cikel, bi v ciklu obstajalo vozlis¢e i z
lastnostjo ¢ < 4, kar ni mozno. Zato je G aciklicen. (<) Naj bo G aciklicen. Z indukcijo po |V|
dokazimo, da se da topolosko urediti. Pri |V| = 1 je to o¢itno. Predpostavimo, da trditev velja
za vse acikli¢ne grafe z |V| = n. Naj bo G poljuben aciklicen graf z n + 1 vozlis¢i. Ker je G
aciklicen, ima vozliS¢e ¢ z vhodno stopnjo 0. VozliS¢e ¢ preimenujmo v 1 in odstranimo skupaj z
vsemi njegovimi povezavami iz G. Preostanek G — i je graf z n vozlisci, ki se ga po predpostavki

da topolosko urediti (z novimi imeni 2,3,...,n). U
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Drugi del dokaza je konstruktiven, kar pomeni, da opise algoritem za topolosko
ureditev poljubnega aciklicnega grafa. Zapisimo ta algoritem v psevdokodi:

procedure Topoloska_Ureditev(G);
begin
G’:= G; //G ohrani, G’ krci
s := 0;
while Ima_vozlisce_z_vh.stopnjo_0(G’) do
i := Izberi_vozlisce_z_vh.stopnjo_0(G’);
s++;
tau(i) := s; //doloci novo ime za i
G’:= G’-1 //izloci i in njegove povezave
endwhile;
if Prazen_graf(G’)
then return(G_je_aciklicen; topolosko_urejen_s_tau)
else return(G_je_ciklicen)

end.
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Casovna zahtevnost.

Casovno zahtevnost algoritma narekuje zanka while. Vsaka izvedba njenega
telesa je hitrejSa od prejsnje, ker se stevilo vozlise, ki jih je treba pregledati in
med njimi eno izbrati, vsakokrat zmanjsa za 1. Ker k-ta izvedba zahteva O(|V|—
k) ¢asa, vse zahtevajo ¢(|V| 4+ [V|=14 ...+ 2+ 1) = O(|V|?) éasa. Casovna za-
htevnost algoritma za topolosko ureditev grafa G(V, A) je torej O(|V|?).
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Primer. Poglejmo, kako poteka topolosko urejanje grafa s prejSnje slike.

LT LS

Topolosko urejanje grafa. Rdeca Stevila so nova imena vozlis¢. Algoritem je v tretjem koraku med

1 in 2 izbral tocko 2 in jo preimenoval v 3.
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Primer. Poglejmo Se, kako se konca poskus topoloske ureditve ciklicnega grafa.

(_@/@=>1 (_@/@=>l ;@/®=>?

Poskus, da bi topolosko uredili cikliéni graf G se konéa, ko neprazen graf G’ nima to¢ke z vhodno

stopnjo 0. To je znak, da je G ciklicen graf.
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NajcenejSe poti iz izhodisca v aciklicnem grafu

Ce je graf acikli¢en, mu lahko pridruzimo ustrezen sistem Belmannovih enacb,
ki je primeren za reSevanje z metodo dinamic¢nega programiranja. To dosezemo
tako, da graf prej topolosko uredimo. Poglejmo podrobnosti.

Naj bo dan aciklicen graf. Ko ga topologko uredimo, dobimo graf G(V, A, ¢),
ki ga odlikuje lastnost (i,7) € A = i < j. Torej, ce je v G(V, A, c) povezava
t — 7, potem je ¢ < j. To vpliva tudi na Bellmanove enacbe, kjer se pogoj
(k,i) € A nadomesti s pogojem k < i, tako da se enacbe zdaj glasijo

U = 0

Uy = mkin{uk + cr o}
k<2

Uz = mlgn{uk + cr3}
k<3

U, — mgn{uk + cri}
k<i

Uy = mlgn{uk + Crn )
k<n
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Rac¢unanje resitve uq, uo, . . ., u, tega sistema BE teCe po narasc¢ajocem indeksu :

ko so izracunani uq,...,u;_1, lahko zacnemo racunati u;:

up = 0

u2 =u1 + C1,2

us =min{u; + c1,3, u2 + c2,3}

ug =min{uy + c1,4, uz2 +c2,4, uz +c3 4}

us =min{u; +c1,5, u2 +c2,5, uz +c¢3,5, Ua + Cca 5}

u; =min{us +c1,4, uz+c2i, Uz +cziy .. Uim1 +Cim1,i}

Up =min{us + ¢1,n, U2 +Can, U3+ C3.n, Us + Cany -« Un—1+ Cn—1.n}
Algoritem za tak izracun uy,uso, ..., u, je zdaj enostaven (vajal).

Casovna zahtevnost. Izracun u; zahteva i — 1 seStevanj in ¢ — 2 primerjanj.
[zracun resitve sistema zato zahteva Y . ,(i—1) = n(n—1)/2 = O(n?) sestevan]
in > (i—2)=(n—1)(n—2)/2 = O(n?) primerjan].

Sklep. Casovna zahtevnost racunanja najcenejsih poti iz izhodisca v aciklicnem

grafu G(V, A, c) je O(|V|*).
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NajcenejsSe poti iz izhodis¢éa v grafu s pozitivnimi cenami
(Dijkstra)

Naj bo G(V, A, ¢) usmerjen graf, v katerem so cene vseh povezav pozitivne; torej
(¢,7) € A= ¢;; > 0. Pri tej druzini grafov se pri rac¢unanju cen uy, ug, . . . , 4, ne
bomo naslonili na sistem BE pac pa opisali algoritem, ki ga je zasnoval Dijkstra.
Dijkstra je razmisljal nekako takole:

1. V vsakem trenutku racunanja cen uq,us,...,u, je vsaka cena u; bodisi
zacasna bodisi dokoncéna. Zato je v vsakem trenutku V = Z U D, kjer
je Z mnozica vozliS¢ z zacasnimi, D pa mnozica vozlis¢ z dokonénimi
cenami. Na zacetku racunanja je ze znana in dokonc¢na cena u; = 0,
cene us,us,...,U, pa bo treba Se izracunati, zato so — ne glede na nji-
hovo inicializacijo — vse Se zacasne. Seveda jih je smiselno inicializirati na
u; = c1,4 (=00, ¢e (1,7) ¢ A). Torej se algoritem zacne takole:

up:=0; Vi>1lwu:=c1y; D:=A{l}; Z:={2,3,...,n};
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2. V nadaljevanju zelimo, da bi se mnozica D monotono vecala, tako da
bi vozlisca prestopala iz Z v D. Kako pa zacasna cena nekega vozliSca
postane dokonéna? Dijkstra je opazil tole: ¢e je ur majmanjsa zacasna
cena, torej uy = min jez{u;}, potem se u, ne bo ve¢ zmanjsal.

Zakaj? Denimo, da bi do k vodila kaka cenejsa pot, ki bi §la ¢ez vsaj eno vozlisce £ € Z
(Slika a). Njena cena bi bila uy + c(£ ~ k) < ug. Ker so cene povezav pozitivne, bi bila
c(f ~ k) > 0 in zato uy < ug. To bi bilo protislovno, saj je ur po predpostavki najmanjsa

zacasna cena.

Ker je cena uy dokonéna, mora k prestopiti iz Z v D. Ce zaradi prestopa
postane Z = (), se algoritem konca, saj so vse cene u1, ua, . . ., u, dokoncne.
Algoritem torej dopolnimo z ukazi

Uy = mig{uj}; D:=DU{k}; Z:=Z-{k}; Ceje Z =10, koncaj.
JE
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3. Ko cena wuj postane dokoné¢na, to lahko vpliva na ostale zacasne cene
’LLj,j € Z.

Zakaj? Zacasne cene uj, kjer j # k, so bile izraCunane na podlagi vozlis¢ v D, ko med njimi

Se ni bilo vozlis¢a k. Zdaj pa zacasno najkrajSa pot do j € Z lahko gre tudi ¢ez k (Slika b).

Zato algoritem dopolnimo:

Vi€ Z:u; :==min{uj,ur +ck;};  Skoci na korak 2.

(b)
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Po zgornjih korakih zapisimo Dijkstrov algoritem Se v psevdokodi:

procedure Dijkstrov_Algoritem(G(V,A,c));

begin
u_l :=1; for i := 2 ton do u_i := c_1,1i; // 1
D := {1}; Z := {2,3,...,n};
while NiPrazna(Z) do
u_k := min_{j \in Z}{u_j}; // 2

D :=D + {k}; Z := Z - {k};
if NiPrazna(Z) then
forall j \in Z do u_j := min{u_j, u_k + c_k,j}; // 3
endwhile
end.
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Casovna zahtevnost. Casovno zahtevnost algoritma narekuje zanka while.
Njeno telo se izvede n—1-krat, saj v vsaki izvedbi Z zapusti eno vozlis¢e. Iskanje
u, zahteva najve¢ |Z| — 1 primerjanj, popravljanje preostalih zacasnih cen pa
|Z| — 1 primerjanj in | Z| — 1 seStevanj. Ostale operacije v telesu zanke zahtevajo
O(1) casa. Izvedba telesa zanke torej zahteva 3(|Z| — 1) + O(1) operacij. Ker je
v i-ti izvedbi | Z| = n—1, zahteva i-ta izvedba telesa 3(n—i— 1)+ O(1) operacij.
Torej je zahtevnost zanke 3((n—2)+(n—3)+(n—4)+...2+1) +(n—1)O(1),
kar je reda O(n?).

Sklep. Casovna zahtevnost racunanja najcenejsih poti iz izhodiséa v grafu
G(V, A, c) s pozitivnimi cenami je O(|V]?).
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Najcenejse poti iz izhodisca v sploSnem grafu (Bellman-Ford)

Spoznali smo, kako racunamo najcenejSe poti iz izhodisca v aciklicnem grafu in
v grafu s pozitivnimi cenami povezav. Kaj pa, ¢e je graf ciklicen in ima tudi
povezave z negativnimi cenami? (Nima pa negativnih ciklov.) V tem primeru
topoloska ureditev grafa in Dijkstrov algoritem nista ve¢ uporabna. Na sreco
pa sta algoritem za te splosne grafe odkrila Bellman in Ford.

Naj bo G(V, A, ¢) utezen usmerjen graf, kjer je V- = {1,2,...,n} mnozica vozlis¢,

v v e

funkcija, ki vsakemu paru (i,7) € V x V priredi njegovo ceno c¢; ;. Zahtevamo
tudi, da za vse 1 <i,j <nveljac;; =01in (i,7j) € A= ¢;; = o0.

Kljuéni uvid Bellmana in Forda v razvoju algoritma, je:
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Najcenejsa pot iz 1 v ¢ ima kve¢jemu n—1 povezav (sicer bi se neko vozlisce
ponovilo, dobljeni cikel bi bil pozitiven, pot ¢ezenj pa ne najcenejsa).

Naj bo ugp ) = cena najcenejse poti iz 1 v ¢, ki ima kve¢jemu p povezav.
Trivialna ekvivalenca: Za poljubnaz,p € Njex <p<= (z <p—1)V (z =p).
Ta ekvivalenca je podlaga za naslednjo ugotovitev:
Najcenejsa pot P iz 1 v 7, ki ima kve¢jemu p povezav, ima

(a) bodisi kveCjemu p — 1 povezav;

(b) bodisi natanko p povezav.

Cena ugp) poti P je odvisna od alternative (a) ali (b), ki velja za P; zato je

(&)  bodisi u,gp) = uz(-p_l);

b))  bodisi u? = min {uPY + Crit.
1 k k ’

(k,i)eA

Ker poti P Se ne poznamo, ne vemo, katera alternativa velja, vemo pa, da
(p)
i

(p—1)

7

poti P manjsa izmed alternativnih cen (a’) in (b"); torej

. -1 . . .
, min {u,(Cp )—I—ck,i}}. To je rekurzivna enacba za ul(-p) !

(k,i)eA

mora biti cena u

uz(.p) = min{u

(1)

§1) = 0inwu,

Zacetne vrednosti za rekuzivno enacbo so jasne: u =c1,4 zat > 1.
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Tako sta Bellman in Ford za splosni graf izpeljala tale sistem BE:

(0 ce 1 =1, vsi p;
u(p) _ < C1,i ce 1 > ]-7p — 13
b min{u(p_l) min {u(p_l) +critt cei>1,p>1
1 9 k k ]{Z,’L 7]7 .

L (k,i)eA

Kako uporabimo ta sistem pri racunanju cen u; najcenejsih poti iz izhodisca?
Najprej vidimo, da je

n—1
. eq. ce . .. . . n—1 .
Torej bomo uporabili zgornji sistem in izracunali uf ) za vse i = 1,2,...,n.
Kako? Mmnozici vseh cen ugp ),i = 1,2,...,n pri izbranem p recimo p-generacija

cen. Iz sistema enacb vidimo, da za izra¢un p-generacije rabimo (p—1)-generacijo,

saj je enacba za uz(-p ) rekurzivna enacba prve stopnje. Zato bomo racunali p-

generacije po vrsti, tj. po narascajocem p =1,2,...,n — 1.
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Psevdokoda algoritma je torej

procedure Bellman_Fordov_Algoritem(G(V,A,c));

:= 0 endfor;
c_{1,i} endfor;

u_i~(p) := min{u_i~(p-1),min_d{k,k->i \in A} {u_k~(p-1)+c_{k,i}}

begin
for p := 1 to n-1 do u_1"(p)
for i := 2 ton do u_i~(1)
for p := 2 to n-1 do
for i := 2 to n do
endfor
endfor

end.
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Casovna in prostorska zahtevnost. Casovno zahtevnost dolo¢a dvojna

zanka for p...for i. Njeno telo (racunanje u,gp)) se izvede n(n — 2)-krat,

izvedba telesa pa zahteva najve¢ n— 1 seStevanj in najve¢ n primerjanj (operacij
min). Casovna zahtevnost dvojne zanke in s tem Bellman-Fordovega algoritma
je O(n?). Kaj pa prostorska zahtevnost? Prostor, ki je potreben za p-generacijo
cen, obsega n pomnilniskih besed. Pri izracunu p-generacije pa je potrebna se
prej$nja generacija. Ostale spremenljivke zahtevajo O(1) pomnilniskih besed.
Prostorska zahtevnost Bellman-Fordovega algoritma je zato O(n).

Sklep. Casovna zahtevnost racunanja najcenejsih poti iz izhodiséa v splosnem
grafu G(V, A, c) je O(|V|?), prostorska zahtevnost pa O(|V]).
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17. Najcenejse poti med vsemi pari

Definicija problema

Dan je utezen usmerjen graf G(V, A, ¢), kjer je V = {1,2,...,n} mnozica vozlis¢,
A C V x V mnozica usmerjenih povezav in ¢ : V x V — R U {oo} funkcija,
ki vsakemu paru (¢,j) € V x V priredi njegovo ceno ¢; ;. Za vsak i € V je
cii=0,in ce (i,7) € A, je ¢;; = 00. Cena u;_;, usmerjene poti i, =i; — ia —
... — 1y = 1 iz vozliS¢a i, v vozliSCe ix je vsota cen na njenih povezavah,

j=f—1

Ui, iy = E : Cijijyn-
Jj=1

Cikel v grafu G(V, A, ¢) je negativen, Ce je njegova cena negativno Stevilo. Spet
predpostavljamo, da G(V, A, ¢) nima negativnih ciklov.

Problem: Za vsak par vozlis¢ i,5 € V poiséi ceno u,; ; najcenejse poti iz i v j.
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Motivacija

Algoritem B, ki resi ta problem, se sam ponuja. Ce kakega od algoritmov A za
iskanje cen najcenejsih poti iz izhodiséa = 1 (glej prejsnje poglavje) popravimo
tako, da postane izhodisce njegov vhodni parameter, je B na dlani:

procedure B(G);
begin

for izhodisce := 1 to n do A(G,izhodisce) endfor
end.

Ce je A algoritem za acikli¢ne G, je ¢asovna zahtevnost algoritma B O(|V[?);
¢e je A Dijkstrov algoritem, je ¢asovna zahtevnost B enaka O(|V]?); in ¢e je A
Bellman-Fordov algoritem, ima B ¢asovno zahtevnost O(|V|*).
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Vendar pa se nam zdi ¢asovna zahtevnost O(|V]*) algoritma B pri splosnih
grafih velika. Bi lahko problem resiti hitreje? Odgovor je da. Prva izboljsava,
t.i. posploseni Bellman-Fordov algoritem, izkoris¢a neko podobnost z matri¢nim
mnoZenjem in zmanjsa ¢asovno zahtevnost na O(|V|?log [V]). Te izboljsave ne
bomo opisali podrobneje, ker sta Floyd in Warshall, odkrila boljsi algoritem.
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Najcenejse poti med vsemi pari (Floyd-Warshall)

Zamisel, ki sta jo dobila Floyd in Warshall v razvoju algoritma, je:

e Naj bo u;

( Y = cena najcenejse poti iz ¢ v j, na kateri imajo vsa vmesna

vozlista oznake kvec¢jemu m. (Prim =0 je u,E(;) =C; ;)
Velja u; j = UEZ .
NajcenejSa pot P iz ¢ v j, na kateri imajo vsa viesna vozlis¢a oznake < m,
(a) bodisi ne gre Cez vozlisce m
(b) bodisi gre ¢ez vozlisce m (torej je P=1i~>m ~>j).

V primeru (a) so na P le vozlisca < m —1; v (b) gre P ¢ez m natanko 1x.

Cena u( ™) poti P je odvisna od alternative (a) ali (b), ki velja za P; zato je
(a’) bodzsz u( m) — g lm=h)

(b")  bodisi u( ™) = u(,m_l) + u("?-_l) (zaradi nacela optimalnosti).

Ker poti P ne poznamo, ne vemo, katera alternativa velja. Vemo pa, da
(m)

mora biti cena u, ]

( )

poti P manjSa izmed alternativnih cen (a’) in (b’);

—1) (m Dy, (m ()!

toreju; ;’ = mm{u )} To je rekurzivna enacba za u

Zacetne vrednosti za to enacbo so ug J) =Ci ;.

190 © Borut Robi&



Tako sta Floyd in Warshall za splosni graf izpeljala naslednji sistem enacb:

L) Ci j ce m = 0;
Hiog min{ug?_l),ug%_l) + ugf;l)} el <m<n.
Enacb je n® +n? (n®zam,i,j=1,...,ntern?zam=0in4,j =1,2,...,n).

Ker iscemo vrednosti u; ; in je u; j = E J), bomo iz zgornjega sistema izracunali

vrednosti ! ]) Kako? Iz rekurzivne enacbe za u( J) vidimo, da m-generacijo
cen izrac¢unamo iz (m — 1)-generacije. Torej bomo racunali m-generacije po

narascajocih vrednostih m =1,2,...,n.

191 © Borut Robi&



Psevdokoda algoritma je zato

procedure Floyd_Warshallov_Algoritem(G(V,A,c));

begin

for i := 1 to n do

for j :=

1 to n do

u_{i,j}"(0)

endfor
endfor;

c_{i,j}

//m > 0

form := 1 to n do

for i :=
for j

endfor
endfor
endfor
end.

1 to n do
1 to n do

u_{i,j}" (m) min{u_{i,j} " (m-1),u_{i,m} " (m-D+u_{m,j} " (m-1)}
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Casovna zahtevnost. Casovno zahtevnost narekuje trojna zanka. Telo zanke

(racunanje u,f

ZL)) se izvede n3-krat, izvedba telesa pa zahteva eno seStevanje in
eno primerjanje. Casovna zahtevnost Floyd-Warshallovega algoritma je zato
O(n?). To je izboljSanje naivnega algoritma B, ki bi n-krat zagnal Bellman-

Fordov algoritem.

Prostorska zahtevnost. Vsaka generacija vsebuje n? stevil (za vse pare 1, j),
zato zahteva n? pomnilniskih besed. Ker vsako generacijo izracunamo iz prejsnje
generacije, potrebujemo za obe generaciji 2n? = O(n?) pomnilnigki besed. Os-
tale spremenljivke v algoritmu zahtevajo (1) prostora. Zato je prostorska
zahtevnost Floyd-Warshallovega algoritma reda O(n?).

Sklep. Casovna zahtevnost racunanja najcenejsih poti med vsemi pari vozlisé v
splosnem grafu G(V, A, c) je O(|V|3), prostorska zahtevnost pa O(|V|?).
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Izboljsava: racunanje na mestu

Zanimivo je, da lahko Floyd-Warshallov algoritem implementiramo tako, da
(m)
1<

1,7

¢eprav njihov izracun zahteva tudi prejsnjo generacijo u§ y —b , 1 <1, <

mu zadoSca prostor le za eno generacijo, torej za vsa stevila u; 1,] <n,

Implementacija racuna m-generacijo na prostoru (m — 1)-generacije tako, da z

nobenim novim Stevilom u(’ ]) ne spremeni (,,povozi”) kakega Stevila u(’ by _1), ki
se bo Se potrebovalo. Pravimo, da algoritem izracuna rezultat na mestu (lat. in

situ). Kako to dosezemo?
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— 1)-generacije razporejena v matriki U takole:

Mislimo si, da so vsa stevila (m

1 2 m J n
T R G B S R ; LD
2 [ wdy Y Wiy : R T
m u%’?ml) ugnj_l)
U=
i ung—1> A u§?—1>

Izraéunajmo m-generacijo kot narekuje Floyd-Warshallov sistem enacb, Vendar
( Y hrabro vpisimo nazaj na isto mesto: U; ; = min{U; ;, U; p, + Up, 5 }-
195
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Vprasanje: Ali smo z vpisom izqubili staro vsebino U, ;, ki se bo se potrebovala?
Poglejmo, kaj se dogaja, ko racunamo novo vrednost U; ;. Izracun nove vsebine

(m)

1,J

komponente U; ; = u, ;’ rabi tri stare vsebine komponent,

Ui j = u(m 2 Ui m = w1 Un,j = u(m 1),

0] i,m m,j
spremeni pa le prvo od njih, U; ; (pa Se to le, ce je u( D4y (m D < uﬁjj“‘”)
Torej je novi U; ; odvisen samo od starega U; ; in od Vsebm dveh komponent,
ki sta v m-ti vrstici in m-tem stolpcu matrike U (ki po spremembi U; i,j ostaneta
nespremenjeni).

Pokazimo, da stare vsebine U; ; ne bomo potrebovali (zato jo res smemo
zamenjati z novo). Naj bo Uy (# Ui ;) poljubna druga komponenta izven
m-te vrstice in m-tega stolpca. Racunanje novega Uy, bo potrebovalo stari
Uk,e in vsebini dveh komponent v m-ti vrstici in m-tem stolpcu. Ker U; ;
ni v nobeni od njiju, racunanje novega Uy, ne potrebuje starega U; ;. Kayj

pa, ce je Ury(# U; ;) v m-ti vrstici ali m-tem stolpcu? Denimo, da je v

m-ti vrstici. Tedaj je & = m, komponenta pa je U, . Njena nova vred-
nost bo Umg = min{Umg,Um,m + Unye}t. Toda Uy = 0, zato je Up e =
min{U, ¢, Un e} = Une. Torej se Uy, ¢ ne spremeni, pri njenem izra¢unu pa

starega U; ; o€itno nismo rabili. Analogno dokazemo, ce je Uy o v m-tem stolpcu.

Sklep. Racunanje naslednje generacije je izvedljivo na prostoru prejsnje generacije.
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Zdaj lahko zapisemo Floyd-Warshallov algoritem Se z matriko U:

procedure Floyd_Warshallov_Algoritem(G(V,A,c));

begin
for i := 1 to n do
for j := 1 to n do
Uli,j] := C[i,j]
endfor
endfor;
for m := 1 to n do
for i := 1 to n do
for j := 1 to n do
U[i,j] := min{U[i,j],U[i,m]+U[m,j}]1}
endfor
endfor
endfor
end.

Sklep. Casovna zahtevnost racunanja najcenejsih poti med vsemi pari vozlis¢é v
splosnem grafu G(V, A, c) je O(|V]?), prostorska zahtevnost pa O(|V]).
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Pozresnost




18. Nalaganje zabojnikov

Definicija problema

V pristanisc¢u caka n zabojnikov na prevoz v Afriko. Zabojniki so enakih dimen-
zij, razlikujejo pa se po svojih tezah, saj vsebujejo razlicen tovor. Zabojnike bo
odpeljala ladja, a ne nujno vseh, ker teza nalozenih zabojnikov ne sme preseci
nosilnosti ladje. Po drugi strani pa kapetan zeli odpeljati ¢im ve¢ zabojnikov,
saj bo za prevoz vsakega prejel enako placilo. Kapetan se sprasuje:

,,Katere zabojnike naj nalozim, da bo cena prevoza najvecja?”
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Problem. Zabojnike oznacimo s stevili 1,2,...,n, teZo zabojnika v st;, nosilnost
ladje s T', placilo za prevoz enega zabojnika pa p. Za vsaki1=1,2,...,n uvedimo
spremenljivko x; € {0,1}, ki bo povedala, kaj naj kapetan stori z zabojnikom i:

1 ce naj nalozi © na ladjo;
x; =
‘ 0 ce naj ne nalozi 1 na ladjo.
Kapetanova naloga je dolociti take vrednosti spremenljivkam x1, xo, ..., Ty, da bo
n
Z px; maksimalna (kapetanov zasluzek)
i=1
m
n
Z xit; <T. (nosilnost ladje)
i=1
Vsaka prireditev vrednosti 0 ali 1 spremenljivkam x1,xo,...,2z,, ki zadoSca

pogoju > ., x;t; < T, je dopustna (mozna) resitev kapetanovega problema;
vsaka dopustna resitev, ki maksimizira vsoto Y. | px;, pa je optimalna.
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Opazimo naslednjo podrobnost: Kapetan zeli maksimizirati zasluzek > | pa;,
a ker je p konstanta, bo zaoscalo, da maksimizira vsoto .. ; ;. Slednja pa
pomeni stevilo naloZenih zabojnikov. To nam da naslednjo zamisel algoritma.

Zamisel algoritma

Nalaganje zabojnikov naj tece v zaporednih korakih. Pred prvim korakom
preimenujmo nosilnost 1" ladje v P, preostanek nosilnosti ladje. Spremenljivka
P bo pred vsakim korakom povedala, koliksno tezo zabojnikov lahko se nalozZimo
na ladjo. Nato v vsakem koraku izberimo enega izmed nenalozenih zabojnikov in
¢e njegova teza t; ne presega preostanka P nosilnosti ladje, zabojnik ¢ nalozimo
na ladjo (torej postavimo x; := 1) in zmanjsamo P za t;. Ta postopek zago-
tavlja, da skupna teza nalozenih zabojnikov ne bo presegla nosilnosti T ladje.
Kaksno pa bo stevilo nalozenih zabojnikov? Kdaj bo to stevilo maksimalno?
Intuicija nam pravi, da bo to takrat, ko bomo v vsakem koraku izbrali najlaZjega
med nenalozenimi zabojniki, saj bomo z njim najmanj zmanjsali P, s tem pa
omogocili, da se kasneje nalozi ve¢ zabojnikov.
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Zamisel zapiSemo bolj jedrnato s spodnjim algoritmom.

Uredi(t);
P :=T,;
i:=1;

while t_i <= P do
x_1 :=1;
P := P-t_1i
endwhile;
return X

end.

0;

procedure PozresnoNalaganjeZabojnikov(n,t,T) return table x;
begin
for i:=1 to n do x_1i

|Inicializiraj izhodno tabelo
|Uredi zabojnike po narascajoci tezi
|Inicializiraj preostanek nosilnosti

|INalagaj, dokler se da
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Kakovost resitve

Trditev. Resitev z, ki jo izracuna zgornji algoritem, je optimalna.

Dokaz. Naj bo y = y1y2 . ..yn poljubna druga dopustna reSitev. Dokazimo, da y ni boljSa resitev
od x, torej da mora veljati Z?:l PY; < D it PT4 OZ. Z;.’“Zl yj < >0, x;. Iz algoritma sledi, da je
x=11...10...0, kjer je 1 < k < n. Recimo, da bi bil y boljsa resitev od x, tj. > 7" | x; < Z?:l Yj-

k

Sledilo bi k< Z?:1 Yj, zapis y = y1Y2 . .. Yn pa bi imel ve¢ kot k komponent 1. To bile komponente
Yi1> Yiar - Yigge kjer 1 < £ < n— k. Opazimo, da biza+=1,2,...,k veljalo ¢ < j; in prav tako
tudi t; < tj,. Sledilo bi Zle t; < ?:1 tj,- To pomeni, da bi bilo prvih k zabojnikov, nalozenih
na nacin y, vsaj tako tezkih kot ves tovor, nalozen na nacin x. Po predpostavki pa bi moral nac¢in
y natovoriti Se zabojnike jx41,...Jk+¢. Poglejmo, ali bi mu to uspelo s prvim zabojnikom jz41.
Njegova teza je ZPERE toda spet je tp4+1 < it (saj so t1,t2,...,ty urejene in k + 1 < jr41).

Ker nalaganje x ni moglo povecati natovorjene teze Z’le t; s tezo ti 41, tudi nalaganje y ne
bo moglo povecati (kve¢jemu veéje) natovorjene teze Zf’zl tj;, s (kvecjemu vecjo) tezo tipyr- TO
pa je v protislovju s predpostavko. Zato y ne more biti boljSa resitev od =x. ]
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18. Pozresna metoda

Pozresna metoda poskusSa konstruirati reSitev z zaporedjem korakov. V vsakem
koraku izbere tisto odlocitev, ki se zdi med vsemi moznimi odlo¢itvami tis-
tega koraka mnajboljsa glede na nek kriterij. Ta kriterij je seveda odvisen od
reSevanega problema, pozresen pa je zato, ker narekuje algoritmu, da ,,pograbi”
najboljso izmed trenutnih (lokalnih) moznosti, ne da bi se spreseval o (global-
nih) posledicah te odloc¢itve. Vsaka odlocitev je tudi dokoncna: ko je v nekem
koraku sprejeta, je noben kasnejsi korak ne more spremeniti.

Algoritmi, razviti s pozresno metodo, so sorazmerno enostavni in pogosto hitri.
To ne preseneca, saj se ukvarjajo predvsem z iskanjem naslednje, lokalno opti-
malne odlocitve. Samo s takim pozresnim, lokalno optimalnim vedenjem gradijo
dopustno resitev in si obetajo, da bo ta tudi globalno optimalna.
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Pri nekaterih racunskih problemih se pozresna metoda obnese in res vodi do
optimalnih resitev. Pri drugih problemih pa ne zagotavlja globalno optimalne
reSitve; vcasih se je namrec bolje odpovedati lokalno optimalnemu nadaljevanju,
se odlociti za lokalno slabso potezo in upati, da bo sledilo izdatno poplacilo za
to vzdrznost v kakem kasnejsem koraku. Tako kot v zivljenju.

Ce nam intuicija pravi, da nas pozresni algoritem vra¢a optimalne resitve,
je obicajno, da poskuSamo njihovo optimalnost tudi dokazati. Takrat pa ne
smemo pozabiti, da nas intuicija lahko vara, in da zato morda takega dokaza
ni. (Na primer, ¢e vemo, da je reSevani problem NP-tezek ali celo tezji, nas
pozresni algoritem pa polinomsko casovno omejen, potem je zelo verjetno, da
nam dokaza za optimalnost reSitev ne bo uspelo sestaviti, ker te zelo verjetno
niso optimalne.)

Ce pa smo zadovoljni tudi s pribliznimi (suboptimalnimi) resitvami, je
lahko pozresna metoda dobra podlaga za razvoj hevristicnih algoritmov,
tj. algoritmov, pri katerih se v korist njihove hitrosti odpovemo zahtevi po opti-
malnosti resitev. Pri nekaterih problemih je s pozresno metodo mozno zasnovati
celo take hevristicne algoritme — imenovane aproksimacijski algoritmi — ki
poleg polinomske hitrosti zagotavljajo tudi navzgor omejeno napako, tj. omejeno
odstopanje dobljenih resitvev od optimalnih resitev.
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