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|Podatkovna struktura Graf

<> Graf je struktura, v kateri imamo tocke in povezave;
< Z grafom ponazarjamo relacije, na primer: relacija "vodi pot”

< Ce so povezave usmerjene — takrat govorimo o usmerjenem grafu”

<> Mnozico tock grafa ozna¢imo z vV, mnozico povezav pa z E;
o zoznakocG (v,E) opiSemo graf z mnozico tock v in povezav E
o velikost mnozice v (Stevilo to¢k) ozna¢imo z n
o velikost mnozice E (Stevilo povezav) ozna¢imo z m

< Povezavam lahko dodamo "utezi” — dobimo utezen graf
o utezem recemo tudi “cena”, “vrednost”
o utezi predstavimo s preslikavow: E — R (w vsaki povezavi dodeli utez)

o zoznakoG(V,E, w) opiSemo graf z mnozico tock v, povezav E in utezmi w

< Vecinoma bomo govorili o neusmerjenih grafih; ¢e bomo govorili o usmerjenih, bomo to posebej poudarili!




|Implementacija grafa

< V programih graf implementiramo z
o zmatriko
« pri neusmerjenih grafih je simetriéna
« Java: dvodimenzionalna matrika (boolean[] [] ali double[][])

o s seznamom sosed
« Java: tabela tabel ali slovar seznamov

Kakovost implementacij?

< matrika zasede ve¢ prostora

< operacija "Ali je a povezan z b” je pri matriki hitrejSa

<> operacija: "nastej vse sosede dane tocke” je pri matriki pocasnejsa

Podobno kot v drevesu lahko tudi v grafu izvajamo pregled v Sirino (BFS) in globino (DFS)
< ce zelimo sistematicen pregled, se moramo odloditi za nek vrstni red sosed

<~ ker lahko graf vsebuje cikle, je pri pregledu treba voditi evidenco o tem, katero vozliSce smo Ze obiskali

< Prerezgrafac (v,E) jerazdelitev mnozice tock vna dve disjunktni podmnozici s in T.
- povezave prereza SO povezave med mnozicama S in T




Minimalno vpeto drevo



|Minimalno vpeto drevo

Imamo neusmerjen utezen graf G (V,E, w) .

< Vpetodrevo G’ (Vv’, E’, w) jetak podgraf,davelja: v’ =v, E'CE, G’ je drevo.

<~ Minimalno vpeto drevo (angl. minimum spanning tree, MST)

je po vsoti povezav najmanjse vpeto drevo.

Problem: V danem neusmerjenem uteZenem grafu G (v, E, w) poiS¢i minimalno vpeto drevo.

Primer uporabe: izgradnja ali posodobitev cestnega (telekomunikacijskega, elektricnega) omrezja.




| Lastnosti minimalnega vpetega drevesa

< ReSitev problema ni nujno enoli¢na.

<~ Resitev je enoli¢na v primeru razli¢nih utezi.

<> Minimalna povezava poljubnega prereza grafa G je del MST




|Primov algoritem

<> Robert C. Prim (1957)
<> Pozresen algoritem: po vrsti dodaja "lokalno najbolj$So” toc¢ko in dobi globalno najboljse vpeto drevo.

< Delovanje algoritma:
o drevo gradi postopoma tako, da zacne s poljubno tocko, nato drevo na vsakem koraku razsiri

o na vsakemu koraku izbira med povezavami, ki trenutno drevo povezujejo s preostankom grafa; med
vsemi temi povezavami izbere najcenejse in jo doda drevesu

o algoritem se izvaja, dokler drevo ne vsebuje vseh tock; opravi torej n-1 korakov

Algoritem uporablja lastnost minimalne povezave poljubnega prereza.




|Primov algoritem

Psevdokoda Primovega algoritma

< na zadetku izberem poljubno r€V in nastavim:
T={}, Q=V, key[v]=« © za vsak v iz V, key[r]l= 0
< nato ponavljam
- izberem toc¢ko v z najmanj3im key[v],
- toCko v pobriSem iz Q in dodam v T,
- popravim key[u] vsem tockam, ki so povezane z v

dokler niso v T vse tocke.

Casovna zahtevnost?

<~ algoritem opravi n korakov, na vsakem doda eno vozlisce

<> koliko dela opravi na posameznem koraku?
o poisce najcenejso tocko (tocko v z najmanjSim key [v])
o popravi key[u] vsem vseh u, ki so povezane z v

Zgornje operacije so moc¢no odvisne od podatkovne strukture, v kateri hranimo graf, in strukture za mnozico Q.




| Kruskalov algoritem

< PozreSen algoritem:, pregleduje povezave po velikosti (glede na njihovo ceno); posamezno povezavo
doda v drevo, ¢e s povezavami, ki so Ze v drevesu, ne tvori cikla.

Natancneje:
< zacnemo tako, da graf razbijemo na gozd dreves; v vsakem drevesu je po ena tocka grafa

< povezave grafa G pregledujem po vrsti (od najcenejSe proti najdrazji); ¢e povezava povezuje dve drevesi,
drevesi v gozdu zdruzim v eno drevo;

< postopek ponavljam toliko ¢asa, da pregledam vse povezave ali da v gozdu ostane eno samo drevo.

< Katero podatkovno strukturo bomo uporabili za shranjevanje vseh povezav?

< Katero strukturo pa bomo uporabili za shranjevanje gozda?




| Kruskalov algoritem

Psevdokoda

Casovna zahtevnost?
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Barvanje grafov



|Barvanje grafov

<- Barvanje grafa G(V,E) je preslikava, ki vsakemu vozlis¢u v€V dodeli barvo

< Barvanje je pravilno, ¢e dve sosednji tocki grafa nista iste barve.

< k-barvanje: pravilno barvanje s k barvami
< Kromatic¢no stevilo grafa G: najmanjSe mozno Stevilo barv pravilnega barvanja grafa G

< Odlo¢itveni problem: ali obstaja k-barvanje grafa?
o NP-poln problem

< Optimizacijska varianta problema: poisci pravilno barvanje z najmanj$im moznim stevilom barv.
o NP-tezak problem.

< Uporaba: Izvajanje opravil, razpored registrov, ...

Predstavili bomo dva pristopa: poZzres$ni algoritem in sestopanje
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|Barvanje grafov s poZresnim algoritmom

Ideja algoritma:
<> barve ostevil¢imo (da se nanje lahko sklicujemo z indeksi 1, 2, 3,...)
<> tocke obiskujemo po nekem vrstnem redu;
o tocki, ki jo obiSéemo, dodelimo “najmanjso” barvo,
ki je ne uporablja noben od njenih Ze pobarvanih. sosedov

Psevdokoda:
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|Barvanje grafov s poZresnim algoritmom

Casovna zahtevnost:

Pomembno je, kak$en vrstni red izberemo:

<~ lahko ga doloc¢imo pred izvajanjem:;

< Gotovo obstaja “optimalni” vrstni red!

<> Obstajajo tudi zelo slabi vrstni redi;

<~ lahko ga dolocamo med izvajanjem, na podlagi trenutnega stanja.
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|Barvanje grafov s sestopanjem

<~ S principom sestopanja ugotavljam, ali se da graf pobarvati s k barvami.

<> Sestopanje implementiram v metodi boolean 1ahkoPobarvamZBarvami (G, k)
o metoda vrne true, ¢e graf lahko pobarvam s k barvami in false sicer;

< kromaticno Stevilo grafa s pomocjo metode lahkoPobarvamzZBarvami () poiS¢em tako, da metodo
klicem po vrsti s k=1, 2, 3, ..., dokler prvi¢ ne odgovori s t rue

Ideja delovanja metode 1ahkoPobarvamZBarvami ():

< najprej vse to¢ke razbarvam (pobarvam z barvo 0);
< nato tocke obiskujem po vrsti
o obiskani to¢ki povecujem barvo, dokler
a) ne najdem pravilne barve (take, ki je ne uporablja nobena soseda)

(v tem primeru nadaljujem z naslednjo tocko)
b) ne ugotovim, da se toc¢ke ne da pobarvati.

(v tem primeru sestopim — tocko razbarvam in grem nazaj na prejsSnjo tocko)

Primer barvanja z 1ahkoPobarvamZBarvami () metodo grafa pri k=2 in k=3.
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|Barvanje grafov s sestopanjem

Psevdokoda:

Casovna zahtevnost:

16



NajcenejSe poti v grafih



|NajcenejSe poti v grafih

< Imamo zemljevid s cestami in njihovimi dolzinami. Poiskati Zelimo (po vsoti povezav) najcenejsSo pot
med dvema izbranima mestoma.

Pozor: To ni isti problem kot trgovski potnik - TP iSce najcenejsSo pot, ki obis¢e VSA mesta, kar je
bistveno tezji problem. Problem najcenejsih poti je polinomske narave!

<> Mozen pristop k reSevanju problema najcenejsih poti: sistemati¢no pregledujemo vse mozne poti in
hranimo le najboljso.
o vseh moznosti je zelo veliko

o ukvarjamo se tudi s povsem ne obetavnimi moznostmi

Uporabili bomo jezik teorije grafov in naslednje pojme:

< UtezZen graf

< Pot med tockamauinv

< Dolzina poti, cena poti
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|NajcenejSe poti v grafih

<> Mnozica vseh poti
<> Najcenejsa poti

<> Cena najcenejSe poti

Problem najcenejSih poti v praksi nastopa v stirih razli¢icah

< Najcenejsa pot med izbranim izvorom in vsemi ostalimi vozlis¢i.

< Najcenejsa pot med vsemi vozlis¢i in izbranim ciljem.

< Najcenejsa pot med izbranim parom u in v.

< Najcenejsa pot med vsemi pari vozlisc.
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| Lastnosti najcenejsih poti

< Iskali bomo najcenejSo pot med vozliS¢em 1 in vsemi ostalimi vozliséi. Ceno najcenejsSe poti med
vozliSc¢em 1 in vozliS¢em i bomo na kratko oznacilitudizd (1, 1) =d;.

<~ Ce Zelimo ra¢unati najcenej$e poti, potem graf ne sme vsebovati negativnih ciklov.

<~ Graf lahko vsebuje negativne povezave.

< Najcenejsa pot nikoli ne vsebuje cikla.

<> Vsaka podpot najcenejse poti je najcenejsa.

Bellmanove enacbe

Najcenejso pot d, izracunam tako, da izra¢unam najcenejse poti do vseh tock k, iz katerih obstaja direktna
povezava do toc¢ke i, in ceni teh poti pristejem ceno zadnje povezave c (k, 1) .
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|NajcenejSe poti s topoloskim urejanjem

Ideja: Ce iz v ne obstaja pot do u, potem najcenej$a pot med 1 in u ni odvisna od (ne poteka skozi) v.
Zato lahko d izra¢unam pred d..

V tem primeru urejenost < doloca topoloska ureditev (u "je pred” v tedaj in le tedaj, ko je u topolosko pred
v, to je takrat, ko iz u vodi pot do v (in hkrati takrat, ko iz v ne vodi pot do u) oziroma:

*

U<V <= u—"u.

Postopek:

<> Najcenejse poti racunam v topoloskem vrstnem redu: Ce je vozliSce i topolosko pred vozliSéem -, potem
d; izracunam pred d.

<> Na zacetku za vsak i nastavim d,=~, zacetnemu vozliséi pa d,=0.

< Sprehodim se po vozli$¢ih v topoloSkem vrstnem redu; ko pidem v vozlisce i, je d, Ze izraCunana,
popravim le d, za vse sosede, v katere lahko pridem iz i:

d; = min{d,,d; + c;;}
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Uporaba topoloskega urejanja - algoritem, ¢asovna zahtevnost in povzetek
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Najcenejse poti s topoloskim urejanjem - primer
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|NajcenejSe poti z Dijkstrovim algoritmom

Ideja: Ob predpostavki, da cene povezav niso negativne (c;; >= 0), velja naslednje:
¢ejed; < d,potemlahko d; izracunamo pred d,.

<> Vtem primeru velja: 1 <] = d; <d;

< Koli¢ine d, ra¢unamo po narascujocih vrednostih, saj zaradi nenegativnih cen veéja d; ne more nastopati
kot gradnik v manjsi. Najprej izratunamo najmanjsi d., nato drugega najmanjsega, ...

Postopek:
< Na zacetku postavimo di=c in d1=0 in vsa vozli§¢a oznacimo kot neobiskana.

<> Nato na vsakem koraku med vsemi neobiskanimi vozliS¢i izberemo tisto vozlisce i, ki ima med vsemi
neobiskanimi vozlis¢i najmanjsi d, ; to vozliSce oznac¢imo kot obiskano, vsem vozlis¢em 7, v katera lahko
pridemo iz i v enem koraku, pa popravimo d:

d; = min{d;, d; + ¢;;}
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Dijkstra - algoritem, ¢asovna zahtevnost in povzetek

25



Najcenejse poti z Dijkstro - primer
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|NajcenejsSe poti z Bellman-Fordovim algoritmom

Oznaka: d”,=najcenejsa pot med 1 in i, ki vsebuje najve¢ h korakov.

Ocitno veljad!, = c';ind,"!'= d..

Ideja za algoritem: ResSitevisc¢emo v veé korakih: najprej za vsako vozlisce i (i=1, 2, ..., n)
poiscemo najcenejso pot dolgo najvec 1 korak (d*;), potem najcenejso pot dolgo najveé 2 koraka (d?,), ..., na
koncu pa najcenejSo pot dolgo najvec n-1 korakov (d,»1).

Formula za izra¢un d";:
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Bellman-Ford- algoritem, ¢asovna zahtevnost, povzetek in primer
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|Vsi pari poti — posploSeni Bellman-Fordovov algoritem

Zelja: Izratunaj vse pare najkrajsih poti med vozli&¢i grafa.
Ideja: Postopoma racunam cene najcenejsih poti dolzine kve¢jemu h, (h=1, 2,

Oznake:

Formula:

n-1).
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Posploseni Bellman-Ford- algoritem, ¢asovna zahtevnost in primer
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|Vsi pari poti — Floyd-Warshallov algoritem

Zelja: Izratunaj vse pare najkrajsih poti med vozli&¢i grafa.
< Ideja: Postopoma racunam cene najcenejsSih poti, ¢e lahko uporabim samo prvih k vozlis¢

Oznake:

Formula:
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|NajcenejSe poti - povzetek

Warshall

Problem Algoritem | Dodatne zahteve Tip casovna zahtevnost
Iz enega izvora | Topolosko | nenegativni cikli é O(n +m) = O(n?)
v vse tocke urejanje
Iz enega izvora | Dijkstra nenegativne povezave é O(n? +m) = O(n?)
v vse tocke
A

1z enega izvora | Bellman- | / =@ O(nm) = O(n?)
v vse tocke Ford
vsi pari tock Posploseni | / O(n*%ogyn)

Bellman-

Ford
vsi pari tock Floyd- / O(n?)
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Najvedji pretok v omrezju



|Najvecji pretok v omreZju

Prevoz surovin za izdelavo prodajnih artiklov poteka po morju, zraku in po cestah.

PN
"C‘\KP,)
morje —— cesta
cesta
/ )r‘\-‘ cesta ‘(/ ’-7-\\ cesta A /-q\\.
UK L »>MB/
cesta
letalo _Vd
= = letalo
A Brnik

Omejitve povezav: koli¢ina tovora, ki se po povezavi lahko prepelje vdanem ¢asovnem obdobju.

D

& 20
100
80
A 10 A D 40 NAE
UK @ »MB
50 I 7
*Brnik
Hitra analiza stanja: KPP
"\K—E/ 20/20
< iz UK lahko po obeh poteh skupaj prepeljemo do 150 ton blaga 100179 i
<~ v MB lahko po vseh treh potek pripeljemo do 120 tno blaga /UK\‘ 10110 A oo
- 4 =Y

< skupen pretok bo gotovo manjsi ali enak min(150,120).
50/50

10/0
60/60

& Brnik:

Ce graf pogledamo od daleé lahko z malo truda sestavimo optimalno resitev tega problema.

Motivacijski primer: prehrambeno podjetje s sedezem v Veliki Britaniji ima poslovalnico v Mariboru.

34



|Najvecji pretok v omreZju — pojmi in oznake 1/3

Uporabljeni pojmi in oznake:

Omrezje je usmerjen graf G=<V,E> z n vozliS¢i.
Oznake vozlis¢ - vozliSca grafa oznac¢imo s stevilkami od 1 do n.
Oznake povezav - ovezavo od vozliS¢a i do vozlis¢a j oznacimo z <i, §>.

Kapaciteta povezave - vsaki povezavi <i, j> grafa G je prirejena kapaciteta c, ; (koliko blaga lahko
prepeljemo po tej povezavi).

PP PPN

<>

Izvor/ponor - vozlisée 1 imenujemo izvor, vozliS¢e n pa ponor; lastnost: vstopna stopnja izvora in
izstopna stopnja ponora sta 0 (po domace: v izvor in iz ponora ne gre nobena povezava).

<~ Pretok po povezavi - z x, ; oznafimo pretok po povezavi (koliko blaga po tej povezavi dejansko
prepeljemo).

< Lastnosti pretoka x; ,
o po povezavi ne moremo prepeljati ve¢, kot je kapaciteta te povezave

o vse, kar v neko vmesno vozlisée i pride, mora to vozlisée tudi zapustiti

o vizvor ni¢ ne pride in iz ponora nic ne gre

35



|Najvecji pretok v omreZju — pojmi in oznake 2/3

< Pretok skozi morezje - nabor vseh x;, oznacimo z x= (x; ;) in imenujemo pretok skozi omreZzje .

lj)

< Vrednost pretoka je enaka vsoti vseh pretokov po povezaveh, ki izhajajo iz toc¢ke 1 (oziroma pridejo v
tocko n). Vrednost pretoka x ozna¢imo z v (x) .

< Maksimalen pretok skozi omrezje je tak pretok x skozi omrezje, da ne vecji pretok

< Pozitivna/negativna povezava - naj bo P neusmerjena pot od izvora do ponora. Povezavo te poti
imenujemo pozitivna povezava, ce kaze v smeri poti in negativna povezava, ¢e kaze v nasprotno smer.

< Nezasicene povezave - naj bo P pot od izvora k ponoru in e povezava te poti, ki povezuje vozlis¢i i in
j. Pravimo, da je e nezasicena, Ce velja:

o ejepozitivnain x;<c,, ali
o e jenegativnain x;,>0.

< Zasicene povezave - vsaka povezava, ki ni nezasicena, je zasicena.
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|Najvecji pretok v omreZju — pojmi in oznake 3/3
<> Nezasicena pot - pot vomrezju G je nezasicena, ¢ce so VSE njene povezave nezasicene. Obratno: pot je
zasicena, Ce je vsaj ena povezava zasicena.

< Prerez grafa G je tak par disjunktnih mnozic S in T, za katere velja: suT=v, sSnT=¢, 1€S, n€T.
Prerez ozna¢imo z <S, T>.

< Kapaciteta prereza je vsota kapacitet vseh povezav med S in T, ki so usmerjene v smeri proti T.
Kapaciteto prereza ozna¢imo s c (S, T) .
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|Algoritem za najvedji pretok v omreZju — teoreticne osnove

Izrek (o zgornji vrednosti pretoka): Naj bo z = (z;;) poljuben pretok in naj
bo < S, T > poljuben prerez grafa G. Potem velja

v(z) < ¢(S,T).

Posledica. Ce je # = (z;;) tak pretok, da za nek prerez velja
v(x) =¢(S,T),

potem je pretok x maksimalen.

Izrek (o max pretoku in min prerezu): Vrednost maksimalnega pretoka je
enaka kapaciteti minimalnega prereza.

Ideja za iskanje zgornje meje vrednosti maksimalnega pretoka: pregledu-
jemo razlicne prereze in is¢emo tistega, ki ima najmanjso kapaciteto; pretok skozi
omrezje gotovo ne bo vecji od te vrednosti.

Izrek (o nezasi¢enih poteh). Nek pretok je maksimalen natanko tedaj, ko se vse
poti od izvora do ponora zasicene.
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| Primer nazasicenih poti
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|Ford-Fulkersonov algoritem za iskanje najveéjega pretoka

Potek algoritma:

< zacnemo z nekim dopustnim pretokom (lahko tudi z ni¢elnim pretokom);
<> trenutni pretok izboljSujemo v ve¢ iteracijah - v vsaki iteraciji poiS¢emo nezasi¢eno pot in jo zasitimo;
<> Ce nezasicene poti ni, konéamo, trenutni pretok je najvecjo pretok za to omrezje.

Iskanje nezasi¢ene poti v posamezni iteraciji algoritma:

Vozlis¢a grafa imajo tri stanja: (1) neoznaceno, (2) oznaceno, (3) oznaceno in pregledano.

poiséi nezasiceno_pot():
1: wvozlis¢u 1 nastavi stanje “oznaceno”, vsem ostalim pa “neoznaceno”
naj bo x poljubno oznaceno, a Se nepregledano vozlisce
oznaci vse neoznacene sosede x, do katerih lahko pride3 po nezasiceni povezavi
¢e je vozlis¢e n oznaceno

konec - nasli smo nezasiceno pot

sicer:
stanje vozlisc¢a x nastavimo na “pregledano”
¢e obstaja oznaceno in nepregledano vozlice
nadaljejemo pri 2

sicer:

R O W 0 J o U b w N

e

konec - nezasicena pot ne obstaja
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|Prikaz delovanja Ford-Fulkensonovega algoritma na primerih
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|Dodatek — oznacevanje povezav in primer delovanja algoritma
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