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O dinami¢nem programiranju



| Definicija in osnovni primeri

< Dinamic¢no programiranje je pristop za reSevanje problemov.

<> Osnovni princi je podoben rekurzivnemu razcepu: nalogo razbijemo na ve¢ podnalog in iz reSitev
podnalog sestavimo reSitev prvotne naloge.

< Razlika: pri rekurzivnem razcepu so bile naloge med seboj neodvisne, pri dinami¢nem programiranju pa
so lahko odvisne

Primer:
o Hitro urejanje z rekurzivnim razcepom.

o Dinamic¢no programiranje: racunanje fibonaccijevih stevil: f(n) = f(n-1) + f(n-2).

< Ker so podnaloge med seboj odvisne, je smiselno, da njihove resitve shranjujemo. Ko bomo pri
raSevanju drugih podnalog naleteli na zahtevo po reSitvi shranjene podnaloge, bomo namesto
(rekurzivnega) racunanja uporabili shranjeno vrednost.




|Fibonaccijava Stevila

< Matematicna definicija: : f(n) = f(n-1) + f(n-2), f(0)=f(1)=1

Rekurzivna resitev:

fib(n) :
if (n==0) || (n==1)
result=1;
else
result=fib(n-1) + fib(n-2)

return result;

Racunanje fib (5) po rekurzivnem postopku:




|Fibonaccijava Stevila - ¢asovna zahtevnost rekurzivnega postopka

<~ Casovna zahtevnost rekurzivnega postopka?




|Fibonaccijava Stevila — dinami¢no programiranje

< Pri rekurzivnem ra¢unanju nismo uporabili dejstva, da so podnaloge odvisne

< Ob upostevanju tega dejstva dobimo dinamiéno resitev:

fib stevila[*]= nedefinirano; // tabela nedef. vrednosti
fasialg) | Vlx slile)ent
1f (fib stevila[n) == nedefinirano) {
if (n==0) || (n==1)
result = 1;
else
result = fibM(n-1) + £fibM(n-2);
fib stevila[n] = result;

}

return fib_stevila[n];

Racunanje fib (5) po dinamiénem postopku:




|Fibonaccijava Stevila - casovna zahtevnost dinamicnega postopka

<~ Casovna zahtevnost ra¢unanja fibM(n):
o po leviveji se”sprehodimo” do lista (ki je na globini n);
o na poti navzgor opravljamo operacije + (oba operanda sta Ze izracunana)
in shranjevanje v tabelo;
o za celoten izracun potrebujemo n sestevanj in n shranjevanj v tabelo.

o — Trpm(n) = O(n).

< Prostorska zahtevnost: potrebujemo ®(n) dodatnega prostora.

< Uporabljena tehnika:
o memoizacija (pomnenje),
o princip “od-zgoraj-navzdol” (top-down).




| Fibonaccijeva Stevila — dinamiéno programiranje — obrnjen pristop

< Obrnjen pristop:
o “od spodaj-navzgor” (bottom-up),
o rezultate shranjujemo s tabeliranjem.

fibT (n) :
fib stevila[0]=fib stevilall] = 1;
for i=2..n
fib stevila[i] = fib stevila[i-1] + fib stevilal[i-2]

return fib stevilal[n]

Casovna zahtevnost?
% gre za eno zanko — Tgpr(n) = O(n)

Prednosti in slabosti ene in druge metode:
< Memoizacijo zelo preprosto sprogramiram.

< Memoizacija je rekurziven, tabeliranje pa iterativen (torej praviloma hitrejsi) postopek.
< Pri tabeliranju zapolnim vsa mesta v tabeli, pri memoizaciji pa samo tista, ki jih potrebujem

< Ocenjevanje ¢asovne zahtevnosti za tabeliranje je obicajno bolj preprosto.

Splosnega odgovora na vprasanje, kaj je bolje (hitrejSe) — memoizacija ali tabeliranje — ni!




|Dinamic¢no programiranje - zakljucki

<> Dinamicéno programiranje je postopek, pri katerem si resitve podproblemov shranjujemo, da jih
uporabimo pri racunanju drugih podproblemov.

< Na ta nacin vsak podproblem resimo samo enkrat in tako prihranimo ogromno casa (pri Fibonacciju smo
z lahkoto prisli iz eksponentnega algoritma na linearnega).

< Zaimplementacijo dinami¢nega programa potrebujemo dodatni prostor.

< Velikost dodatnega prostora je odvisna od problema, a velikostni red porabljenega prostora nikoli ne
more presegati asovnega velikostnega reda:

o polinomski algoritem ne more napolniti eksponentno veliko podatkov ;
o linearni algoritem lahko porabi le linearno mnogo dodatnega prostora (smo videli pri Fibonacciju).




Verizno mnoZenje matrik
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|MnoZenje matrik

< Matriki A in B lahko zmnozimo, Ce je Stevilo stolpcev matrike A enako stevilu stolpcev B.

Stevilo osnovnih mnozZenj, ki jih opravimo pri mnoZenju AB?

<> Recimo, da Zelimo izracunati produkt matrik M, " M,  M," ...” M,. Kdaj lahko to storimo?

< MnoZenje matrik ima zelo lepo lastnost — asociativnost
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|MnoZenje matrik

< Koliko operacij opravim pri izracunu produkta M," M, M," ...

M,?

n
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|Verizno mnoZenje matrik

Problem: imamo matrike M,, M,,..., M,,. Dimenzija matrike M, je d; , x d;. Pois¢i
o najmanjSe mozno Stevilo mnozenj, ki jih potrebujemo za izracun produkta M=M1M2...Mn in
o pravilno postavitev oklepajev.

Definicija: ¢(i,j) := najmanj$a cena (== najmanjse Stevilo elementarnih produktov,
ki jih potrebujemo za izraun) produkta matrik od M; do M.,.

Resitev problema: c(1,n).
Vemo: c(i,1)=0 za vsak 1.

<> Kako optimalno izracunamo produkt M,...M;?
o poiskati moramo optimalno “delilno mesto” k (kam se najbolj splaca postaviti oklepaje),

o naoptimalni nacin izracunati M,...M, ter (My.,,...M,);
o izraCunati produkt Mijj=(M,...M)(M.,...M;) .

Formula za izra¢un:
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|Rekurzivni izracun c(i,))

Implementacija:

<% Casovna zahtevnost:
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|Izracun c(i,j) — pristop od-zgoraj-navzdol

< Uporabim memoizacijo — Ze izracunane podatke bom shranil v tabelo in jih uporabil, ko bo to potrebno.

< Kodo rekurzivnega programa zelo preprosto popravim tako, da dodam tri vrstice (shranjevanje v tabelo
in preverjanje prisotnosti rezultata v tabeli).

Koliko dodatnega pomnilnika potrebujem za to memoizacijo?

Casovna zahtevnost?
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|Izracun c(i,j) — pristop od-spodaj-navzgor

< Uporabim tabulacijo in ra¢unam vrednosti po vrsti od c(1,1), ¢(2,2), ...c(n,n) navzgor do c¢(1,n).
< Katere vrednosti c(i,j) dejansko potrebujem?

Pri raCunanju c(i,j) za vsak k=1...j-1 seStejem:
o element i-te vrstice
o element j-tega stolpca
o produkt d;,dd;

... IN Si zapomnim minimum.
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|Izracun c(i,j) — pristop od-spodaj-navzgor

Pri ra¢unanju elementa c(i,j) potrebujem le elemente, ki so levo in pod c(i,});
pravilni vrstni red racunanja je po diagonalah;

TP

rezultat je v zgornjem desnem kotu.

< Primer: mnozenje matrik 5x4, 4x6, 6x2, 2x7

<~ Casovna zahtevnost pristopa od-spodaj-navzgor?
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Primer: mnozZenje matrik 5x4, 4x6, 6x2, 2x7
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| Postavitev oklepajev

< Sedaj znam izracunati ¢(1,n) — Stevilo potrebnih mnozenj.
< Kako mi to pomaga pri postavitvi Oklepajev?

< Zanima me, kam moram postaviti oklepaje, da bo stevilo mnozenj enako c¢(1,n)!

< Preprosta resitev: ¢e si na vsakem koraku v dodatni matriki zapomnim, kateri k je prispeval minimum,
lahko na koncu na podlagi te matrike rekonstruiram celotno postavitev oklepajev.

Primer: postavitev oklepajev pri racunanju produkta matrik 5x4, 4x6, 6x2, 2x7

19



Primer: racunanje produkta matrik 4x10, 10x3, 3x12, 12x20,20x7
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Nahrbtnik



|Nahrbtnik

Osnovni problem: Imamo n predmetov. Velikost i-tega predmeta je v,, njegova cena pa c;.
V nahrbtnik velikosti v bi radi nalozili predmete tako, da bo skupna cena predmetov v nahrbtniku ¢im vecja.

Problem ima dve podvarianti:
a) predmete lahko rezemo (ime problema: Nahrbtnik z rezanjem)

b) predmetov ne smemo rezati — za vsak predmet imamo dve moznosti: lahko ga damo v nahrbtnik (1) ali
pa ga ne damo (0) — od tod ime problema: 0/1 nahrbtnik.

Nahrbtnik z rezanjem

Pozresen pristop:

< zavsak predmet naracunamo njegovo relativno ceno (t.= c,/v;),
< predmete uredimo po padajoéi vrednosti ¢,
< vnahrbtnik zlagamo predmete po vrsti, zadnjega odrezemo.

Casovna zahtevnost:
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Nahrbtnik z rezanjem - primer
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|o/1 nahrbtnik

[S¢emo tak x € {0,1}", da velja }}; x;v; < V in }}; x;c; maksimalen.

Problem lahko resimo tako, da pregledamo vse mozne kombinacije predmetov.

Uporaba dinamiénega programiranja:

- problem bomo razbili na podprobleme,

- podprobleme bomo resevali po velikosti (pristop od-spodaj-navzgor)
- reSitve podproblemov bomo shranjevali v tabeli.
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|0/1 nahrbtnik — reSitev z dinami¢nim programiranjem

Definiramo: k; () = vrednost optimalnega nahrbtnika velikosti W, ¢e lahko uporabimo le prvih i predmetov.
< Cilj (resitev prvotne naloge): k, (V)

< Kako je naloga k, (w) odvisna od "manjsih" nalog?

< Kaj pa ustavitveni pogoj?

< Vrednosti funkcije ki bomo racunali po naras¢ajocem i:
zaceli bomo s k,, nadaljevalis k, k., ...

< Graf funkcije k, imenujemo stopnica

< Funkcija k, je sestavljena iz k, (W) in k, (W-v,) +c;
torej iz osnovne in premaknjene stopnice (- v, pomeni
premik stopnice desno, +c; pa navzgor). Funkcijo, ki jo
dobimo iz k, in premaknjene k, imenujemo stopnisce.




|0/1 nahrbtnik — reSitev z dinami¢nim programiranjem

< Maximum dveh stopnisc je spet stopnisce.

< Vogali stopnisca predstavljajo kombinacijo elementov v nahrbtniku.

<> Ce stopnisée k,_, vsebuje t “vogalov”, bo tudi
premaknjeno stopnisce vsebovalo t vogalov.

< Ko s funkcijo max sestavimo novo stopnisce,
naceloma dobimo stopnis$ce z 2t vogali.

< Funkcijo k; sestavimo iz prejsnje & _; in premaknjene k. _,, torej iz dveh stopnisc.
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|0/1 nahrbtnik — reSitev z dinami¢nim programiranjem

< Kdaj je Stevilo vogalov manjse od 2t?

a. Ko vogala originalne in premaknjene funkcije lezita
na isti navpicnici;

b. ko vogala originalne in premaknjene funkcije lezita
na isti vodoravnici;

c. ko vogal originalne ali premaknjene funkcije lezi pod vodoravnico
originalnega ali premaknjenega grafa;

< Pravilo: éesta (v,, c;)in (v,, c,) eden vogal originalne,
drugi pa vogal premaknjene funkcije in ¢e zanju velja

(v, 2 v;) & (c, £ c;)

potem vogal (v,, c,) v sestavljeni funkciji ne obstaja.
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|0/1 nahrbtnik — postopki resevanja

Postopki za reSevanje problema:

A) Na grafi¢ni nacin

o RiSemo stopnisca in spotoma odstranjujemo nepotrebne vogale.
o Ko dodamo vse predmete, je resitev v najvisjem vogalu kon¢nega stopnisca,
katerega x koordinata je manjsa ali enaka V.

o Postopek je primeren za ro¢no reSevanje.

B) Na tabelari¢ni nacin
o V tabeli shranjujem vse vogale funkcij k; (W) .

o Postopek je bolj primeren za racunalnisSko reSevanje.

o Da prihranimo prostor, lahko shranjujemo le vogale trenutne funkcije k, (w).
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Primer: grafiéno reSevanje problema
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Primer: tabelari¢no resevanje problema
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