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|Odloc¢itveni in optimizacijski problemi

< Loc¢imo med pojmoma problem in naloga (primer: problem=urejanje po velikosti, naloga= tabela Stevil)

V grobem lo¢imo dva tipa problemov:

< Odloéitveni problemi; odgovor na nalogo odloc¢itvenega problema je DA ali NE;

< Optimizacijski problemi: odgovor na nalogo optimizacijskega problema je na primer Stevilo, matrika,
graf, ..., ki najbolje resi dano nalogo;

Optimizacija: imamo kriterijsko funkcijo f; med vsemi moznimi (dopustnimi) resitvami (D)
dane naloge iS¢emo tako, ki optimizira (min/max) funkcijo f.




|Povezava med odlocitvenimi in optimizacijskimi problemi
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Med odlocitvenimi in optimizacijskimi problemi pogosto obstaja povezava: optimizacijski
problem lahko resim z veckratnim reSevanjem ustreznega odlocitvenega problema.

Optimizacijski problem je na nek nacin "tezji” od pripadajocega odlocitvenega problema.

Ce je odlo¢itveni problem teZek (ga ne znam hitro resiti), bo tezka tuid optimizacijska verzija.
Obratno: Ce je optimizacijski problem lahek, je lahek tudi pripadajoci odlo¢itveni problem.

Nekaj primerov optimizacijskih problemov in njihovih odloc¢itvenih variant

Barvanje grafov,
obstoj Hamiltonovega cikla,
postavitev Sahovskih kraljic,



|Primeri optimizacijskih problemov in njihovih odlocitvenih variant




|Zahtevnost problema

< Kako zahteven je ne problem?

Primer: urejanje Stevil.
Poznamo razliéne algoritme: urejanje z mehurcki - O(n2?), hitro urejanje - O(n log n), radix sort — O(n), ...
Kaksno zahtevnost ima problem urejanja stevil: kvadrati¢no, n log n, linearno, ... ?

Definicija: problem je resljiv v ¢asu t (n), Ce obstaja algoritem, ki vsako nalogo tega problema velikosti n
resi v casu kve¢jemu t (n).

Zahtevnost problema je definirana z obstojom algoritma, ki ta problem resuje!

Opomba:
< Nek problem lahko proglasimo za zelo zahteven samo zato, ker ne poznamo dobrega algoritma.

< Zanekatere probleme se da dokazati spodnjo mejo — ne samo, da mi ne poznamo boljSega algoritma,
pokazati se da, da ta sploh ne obstaja.




|Razredi kompleksnosti

Definicija:
< razred P ... razred odlocitvenih problemov, za katere obstajajo algoritmi, ki vse naloge velikosti n resijo
v polinomskem ¢asu p (n).

< razred PSPACE ... razred odlocitvenih problemov, za katere obstajajo algoritmi, ki pri reSevanju nalog
velikosti n porabijo polinomsko mnogo prostora.

< razred EXPTIME ... razred odlocitvenih problemov, za katere obstajajo algoritmi, ki vse naloge velikosti
n resijo v eksponentnem c¢asu exp (n) .

< Velja:
0 PCEXPTIME

o PCPSPACE

Delitev problemov po zahtevnosti
< polinomske probleme (probleme iz P) Stejemo za lahke;

< eksponentne probleme (probleme iz EXPTIME\ P) Stejemo za tezke;




IRAZRED NP

< Definirajmo Se razred problemov, za katere sicer ne vemo, ali so lahki ali tezki, vemo pa, da bi znali, ¢e bi
nam kdo ponudil resitev, hitro preveriti, ali je reSitev prava.

Definicija: Razred NP (nedeterministi¢no polinomski) je razred odlo¢itvenih problemov, za katere znamo v
polinomskem casu preveriti pravilnost resitve.

o dobimo nalogo in resitev in v polinomskem ¢asu reéemo DA, Ce je reSitev prava in NE, ce ni
o velja: PENP

Primer problema, za katerega na poznamo polinomskega algoritma: problem Hamiltonovega cikla.
Resitve ne znamo poiskati, ¢e pa nam jo nekdo ponudi, pa z lahkoto preverimo, da gre res za Hamiltonov
cikel. Zato: HAMENP.

Poleg HAM obstaja veliko problemov, ki so v NP in za katere ne poznamo polinomskega algoritma:

< trgovski potnik (TSP),

< razbitje mnozice (Partition problem),
< klika (poln podgraf v grafu),

< vozli$¢no pokritje grafa,
<>




|Prevedbe

< Prevedba: nalogo problema A lahko resim tako, da jo "prevedem” na nalogo problema B, resim nalogo
problema B in resitev prevedem nazaj v reSitev problema A.

Primer:
< Problem A: poisci najmanjsi element zaporedja Stevil.
< Problem B: uredi zaporedje

Ce prevedba ne vzame veliko ¢asa, potem velja: ée problem A prevedemo na problem B, potem je problem B
teZji (ali vsaj tako tezak) kot problem A.

Opomba: lazji problem lahko prevedemo na tezjega, obratno ne gre!




|NP-polni problemi

< Polinomska prevedba: prevedba, za katero potrebujemo polinomsko mnogo ¢asa
(glede na velikost naloge).

Najtezje probleme iz razreda NP imenujemo NP-polni problemi:

Definicija: Problem P je NP-poln, ce lahko vsak problem P'eNP polinomsko prevedemo na P.

< Vsi zgoraj nasteti problemi (klika, vozliséno pokritje, trgovski potnik, razbitje mnozice) in e mnogi drugi
so NP-polni problemi.

< Ker vsak NP problem lahko prevedemo na vsak NP-poln problem, velja: ¢e bi znali polinomsko resiti
katerikoli NP-poln problem, potem bi znali polinomsko resiti VSE NP probleme!

Posledica?




P =NP?

Eno najbolj znanih $e odprtih vpra$anj teoreti¢nega ratunalnistva se glasi: P = NP ?

Z drugimi besedami (spodnja tri vprasanja so ekvivalentna zgornjemu):

<~ Ali obstaja kaksen problem, ki je v NP in ni v P?

<> Ali obstaja polinomski algoritem za katerikoli NP-poln problem?

< Ali obstaja dokaz, da za nek NP-poln problem polinomski algoritem ne obstaja?

Splosno prepric¢anje: P+NP, vendar tega Se nihce ni dokazal.

< Obstajajo tudi NP problemi, za katere se ne ve, ali so NP-polni ali ne. Recimo: celostevilska faktorizacija.
Nihce Se ni nasel polinomskega algoritma, zato se domneva, da problem ni v P. Gotovo je v NP
(pravilnost reSitve zlahka preverim), ne ve pa se, ali je NP-poln.

< V praksi: ¢e posumimo, da je problem tezak (zaradi intuicije ali ker zaman iS¢emo polinomski
algoritem), potem poiScemo prevedbo enega izmed znanih NP-polnih problemov na nas problem; ce
prevedbo najdemo, vemo, da je problem res tezak in da (razen ce je P=NP) zanj ne obstaja hiter
algoritem.

< Karpov seznam 21 NP-polnih problemov (iz leta 1972!)
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|Resevanje NP-polnih problemov

< NP-polni problemi so torej problemi, ki so zelo tezki (zanje ne poznamo polinomskih
algoritmov); za njih so ve¢inoma znani algoritmi z eksponentno ¢asovno zahtevnostjo (in
kot taki uporabni samo za majhne vhodne podatke).

o Primer: klika

< Kako se torej lotevamo reSevanja takih problemov?

< Nekaj pristopov za reSevanje NP-polnih problemov.
o lokalna optimizacija,
o aproksimacijski algoritmi,
o verjetnostni algoritmi,
o hevristike in preiskovanja, ...




|Razredi kompleksnosti za optimizacijske probleme

< Ko govorimo o razredih P, NP, PSPACE, ... imamo v mislih odloc¢itvene probleme
< Ko govorimo o optimizacijskih problemih, govorimo o drugih razredih in sicer (zelo povrsno):
o PO ... razred lahkih (polinomskih) optimizacijskih problemov
o NPO ... razred optimizacijskih problemov, za katere lahko hitro preverimo pravilnost dane
(uganjene) resitve
o najtezje NPO probleme imenujemo NP-tezki (angl. NP-hard) problemi

<> Ce za optimizacijski problem vemo, da je NP-tezak, potem zanj ni polinomskega algoritma

o ali obratno: ¢e bi za NP-tezak problem nasli polinomski algoritem, potem bi dokazali PO=NPO in
tudi P=NP;

< Zveza med NP-polnimi in NP-tezkimi problemi:

Naj bo P_4 odloditvena varianta problema P, potem velja: P 4 je NP-poln = P je NP-tezak
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|Zahtevnost problema NI ENAKO zahtevnost algoritma

< Razred kompleksnosti za nek problem dolo¢imo na podlagi obstoja algoritma. Na primer: problem je v P,
Ce obstaja algoritem, ki vse naloge tega problema resi v polinomskem casu;

< Obratno ne velja! Na primer: ¢e obstaja algoritem, ki vse naloge resi v eksponentnem ¢asu, to Se ne
pomeni, da problem ni v P; ,morda obstaja boljsi (polinomski) algoritem, ki ga mi ne poznamo;

<~ Iz kakovosti algoritma ne smemo sklepati na zahtevnost problema; lahkopa postavimo zgornjo mejo.
< Za probleme obstaja vec¢ algoritmov, ki imajo lahko zelo razli¢no ¢asovno zahtevnost.

Primer: Problem najvecjega podzaporedja in ve¢ algoritmov za reSevanje tega problema.

Problem najvecjega podzaporedja v zaporedju celih Stevil iSce najvecje (t.j. z najvecjo vsoto)
neprekinjeno podzaporedje.

Algoritmi za reSevanje: Casovna zahtevnost
1) Grobasila 0 (n3)

2) IzboljSana groba sila O (n?)

3) Algoritem tipa deli-in-vladaj O(n log n)

4) Kadanov algoritem O (n)
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|Problem najvedjega podzaporedja - zakljuéek

< Videli smo, da za problem najvecéjega podzaporedje obstaja ve¢ algoritmov z razli¢no ¢asovno
zahtevnostjo: 0 (n3),0(n?),0(n logn) in O (n).

< Kaj lahko recemo za problem? Najmanj to, da je v razredu P.

< Ne moremo pa reci, da je linearni algoritem najboljsi algoritem, ki obstaja za ta problem.

< Obstaja Se boljsi? Najbrz ne, a to bi bilo treba dokazati!

Je rekurzija vedno ugodna?

< Na primeru najveéjega podzaporedja smo videli, da je rekurzivna verzija algoritma veliko boljSa od grobe
sile. Pato velja za vse probleme?

< NE, rekurzija ni nujno boljsa od grobe sile!

<> Primer: Hanoiski stolpici.
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