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Metode fiksne toCke

Metodo fiksne tocke dobimo tako, da enac¢bo
f(x)=0
preoblikujemo v ekvivalentno ena¢bo
g(x) = x.
Tocki x pravimo negibna toc¢ka funkcije g.
Tangentna metoda je poseben primer metode fiksne todke.
lzrek
Naj bo g zvezno odvedijiva na intervalu | = [a, b] in naj velja g(1) C I. Naj bo se

suplg’ (x)] = m < 1. Velja:
xel

> g(x) = x ima enoli¢no resitev & na |.
> Zavsak xg € | zaporedje x, = g(xn_1) konvergira proti &, pri Cemer je

mn+1

[Xny1 — &l < Ix1 — Xol

1—m
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Metoda fiksne toCke - dokaz konvergenénega izreka
Dokaz.
> Velja:

o — &l =1g0xn-1) —g(E)] = 19" (O)IXp—1 — E] < mixp_q1 — E|.

Ce(&Xn—1)

Nadaljujemo in dobimo:
bn — &l <m"|x — &J.

Torej zaporedije {xn}n res konvergira za poljuben zacetni priblizek xg.

> Velja

k
[Xnk+1—Xnsk| = 19(Xnrk) =9 (Xnrk—1)| < MIXppk—Xnpk—1] < ..o <M Xq1—Xnl.

Torej je

2
[Xn1 — &l < IXnp2 — Xnp1l + [Xpp3 — Xpg2l + ... < (M+m"+ ) Xp 1 — Xnl
n+1

m|x Xn| =
- 1—m n+1 nl =

X1 — Xol.
e ]
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Metoda fiksne toCke - red konvergence

Izrek

Naj bo iteracijska funkcija g v okolici negibne tocke & p-krat zvezno odvedijiva in velja
g(&)=9g"(&)=---=gP(E)=0

in g'P) (&) # 0. Potem je red konvergence zaporedja x,,1 = g(xn) enak p.

Dokaz.
Razvijemo g(x) v Taylorjevo vrsto okoli tocke &:

1
Xnp1 = 9g(Xn) = &+ ag(p)(a)(xnﬂ — &)P.

Odtod sledi | ‘| .
Xn41 — _1m
e = plePl
kjer je ¢ na majhnem intervalu okoli &. m}
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fzero funkcija

fzero je hibridna metoda v Matlabu, ki vklju€uje bisekcijo, sekantno metodo in obratno
kvadratno interpolacijo.

Pri obratni kvadratni interpolaciji se iSCe preseciS¢e parabole skozi tri toCke
(%0, f(X0)), (x1,f(x1)), (X2, f(x2)), Z X-0sjo.

1 r = fzero(’ fun’, x0)
fzero izbere za naslednji priblizek

1. Rezultat obratne kvadratne interpolacije, Ce je le-ta znotraj zaetnega
intervala.

2. Rezultat sekantne metode, Ce prvi korak ni izpolnjen.

3. Rezultat bisekcije, €e tudi drugi korak ni izpolnjen.
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Sistemi nelinearnih enacb

Resujemo sistem nelinearnih enacb:

Ce definiramo
fi=(f,....,f,) :R" = R",

potem lahko sistem na kratko zapiSemo kot

f(x) =0.

PosploSitev metode fiksne tocke oz. navadne iteracije se imenuje Jacobijeva iteracija,
posploSitev tangentne metode pa Newtonova metoda.
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Jacobijeva iteracija

1. Sistem f(x) = 0 preoblikujemo v ekvivalentno obliko g(x) = x, Kjer je
g:R" — R"
2. lzberemo zagetni priblizek x(®) € R".

3. Ratunamo zaporedje preblizkov x(+1) = g(x(7).

Izrek (Konvergencni izrek |)
Najg : R" — R" na nekem obmocju QO C R" zados¢a:

1. g(Q) C Q.

2. lgx) —gy)ll <m|x—y| zavsakax,y € Q nekO < m < 1.
Enacba g(x) = x ima na obmocju Q eno samo resitev & in zaporedje x(r+1)
konvergira proti & za poljuben zadetni priblizek x©) € Q. Velja se

r

X — &)l < Ix™ —x).

1—m
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Jacobijeva iteracija

Matriki prvih odvodov preslikave g pravimo Jacobijeva matrika, 1.

el 29¢
X4 9xn
Jg(x) = : : (x).
9n 9n
X4 OXn

Izrek (Konvergencni izrek 1)

Najg : R" — R" zvezno odvedijiva v negibni tocki & in naj bo ||Jg(&)] < 1. Potem
obstaja zaprta okolica Q. C R" fiksne tocke &, tako da zaporedje x™*1) konvergira
proti & za poljuben zadetni priblizek x'°) € Q.

Algoritem in primeri:

https://zalara.github.io/iteracija.m

https://zalara.github.io/testiteracijasistem.m
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Newtonova iteracija

Pri Newtonovi iteraciji tvorimo zaporedje priblizkov

X = x (0 — Jp(x) (x|

V praksi pa ne raunamo inverza Ji(g(’) )~1, ampak namesto tega re§imo sistem

Ji(xMax = —f(x("),
X+ = x(N L Ax()

Algoritem in primeri:
https://zalara.github.io/newtonsis.m

https://zalara.github.io/testnewton.m

9/19


https://zalara.github.io/newtonsis.m
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Kvazi-Newtonove metode: Broydenova metoda

> Pri velikim Stevilu enacb je Newtonova metoda zelo zahtevna, saj potrebujemo
na vsakem koraku n? parcialnih odvodov in © (n®) radunskih operacij za
reSevanje linearnega sistema.

> Kot se pri navadni tangentni metodi izognemo raunanja odvodov z uporabo
sekantne metode, se tudi pri kvazi-Newtonovih metodah izognemu racunanju
parcialnih odvodov. Najbolj znana je Broydenova metoda.

Naj bo B, pnbhzek za Js(x(7). Korak kvazi-Newtonove metode je:

1. redi BAx(D = —f(x(1),
2. x(r+1) = x(N 4 Ax(r)]
3. doloCi B, 1.

Pri Broydenovi metodi za B, 1 matriko, ki zado$¢a t.i. sekantnemu pogoju

B (x1 — x(y = f(x(+1)) — f(x(7)

in je v spektralni normi najblizje B, (tj. najvedja lastna vrednost razlike B, 1 — B, je
najmanj$a mozna). .

I15Cemo torej AB; = B,y — B, z minimalno spektralno normo, ki zados$¢a
AB,Ax(1) = f(x(rt1)), IzkaZe se, da je potem

f(xU+1y(Aax(MT
r4-1 r+ ”AX )H%
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Algoritem in primeri:
https://zalara.github.io/broyden.m

https://zalara.github.io/testbroyden.m
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Variacijske metode

> 18¢emo ekstrem x € R" dvakrat zvezno odvedljive funkcije g : R" — R.

> |z analize vemo, da mora biti x stacionarna tocka, tj.

9Xq OXp

vg(x):[ o9l . 2glv) ]:0_

> O vrsti in obstoju ekstrema v stacionarni tocki odlo¢a Hessejeva matrika

32g(x) 229(x)
ox2 n JX10Xn
Hg(x) = : :
22g(x) 22g(x)
9Xn0Xy e ox2

Ce ima Hg(x) same pozitivne lastne vrednosti (0z. negativne lastne vrednosti),
je v x lokalni minimum (oz. lokalni maksimum).

> Namesto iskanja ni¢le funkcije f(x) lahko i§¢emo globalne minimume funkcije
n
g:R"> R, gx)=[f)]? =) Fx.
i=1
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Var|aC| jske metode
Minimdm funkcije lahko i§&emo iterativno tako, tekogi priblizek x (") popravimo v neki
smeri v;:

XU = x4 Ay,

kjer je A; neko realno Stevilo. Veljalo bo:

g(x" My < g(x!M).

Imamo ve¢ moznosti za izbiro smeri v;:
> Splosna metoda spusta: 1zberemo katero koli smer, ki ni pravokotna na Vg(x).
> Metoda najhitrejSega spusta: Za smer izberemo v, = —Vg(x).
> Metoda koordinatnega spusta: Za smeri zaporedoma izbiramo koordinatne
smerieq, €9,..., en.
Po izbiri smeri moramo najti Se A,. Definiramo

g(A) = g(x'” + Avy).

Uporabimo eno od naslednjih metod:

> Metodo najvedjega spusta: Resimo enacbo g’ (A) = 0 z eno od metod za
reSevanje neenacb v eni spremenljivki.

> Metoda tangentnega spusta: PoisCemo presecisCe tangente na y = q(A) v tocki
A =02z osjo x.

> Metoda paraboli¢nega spusta: S tangento dolo¢imo «, nato pa ¢ez tocke
(0,9(0)), (x/2,9(x/2)), («,q(x)) potegnemo parabolo in za A izberemo
njen minimum.
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Poglavje 4
Polinomska interpolacija



Interpolacija: uvod

Aproksimirati Zelimo neznano funkcijo f(x) z ‘bolj obvladljivimi’ funkcijami, npr:
1. Polinomi.

2. Odsekoma polinomskimi funkcijami.

3. Racionalnimi funkcijami.

4. Trigonometri¢nimi funkcijami.

5. Drugo (eksponentna funkcija, Besselove funkcije, itd.)

Kako aproksimirati f(x) z g(x)? V kakSnem smislu je aproksimacija dobra?

1. Interpolacija: g(x) mora imeti iste vrednost kot f(x) na dani mnozZici tock.
2. Metoda najmanjsih kvadratov: g(x) se mora ¢im bolj prilegati f(x), tj. 2-norma

b
| 1t — gz ot
a

mora biti ¢im manjsa.

3. Aproksimacija Cebigeva: g(x) se mora &im bolj prilegati f(x) v smislu supremum
norme, tj. minimizirati Zelimo

f(t) — .
thaafé]\ (t) —g(t)l
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Interpolacuskl polinom

Danih imamo n + 1 razli€nih to€k Xg, . .., X, in vrednosti yp, . .., yn. I8¢emo polinom
p(X) = ag + a1x + asx® + - - - + apx",
stopnje n, ki zados¢a

p(xo) =Yo, Px1)=y1, ..., P(Xn)=Ya. (1)

Dobimo sistem
ap + a1Xo + aXg + - - - + anx§ = o,
ag +aixy +apxe + -+ apx! =y

()

ag + aixn + @X2 + - + anx = yn.

Polinomu p(x) pravimo interpolacijski polinom.
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V matri¢ni obliki lahko sistem (2) zapisemo kot

Ax = b,

kjer je

1 xg X2 xg 2 Yo

1 x4 xL x{ ay Y1

A= |1 X X3 X3 x— | % p— |2

1 xp X2 ... X! an Yn

Matriki A pravimo Vandermondova matrika na tockah xo, . . ., Xn, velja pa
det(A) = [[(xi—x) |
i>j

Posledica
Ce so tocke x;, i = 0, ..., n paroma razlicne, ima sistem enoli¢no resitev. Polinom

stopnje najvec n skozi n + 1 toCk je enolicen.
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Vprasanje 1: Kako raéunsko zahtevno je reSevanje sistema (2)?

Vprasanje 2: Ali je sistem (2) numeri¢no obcutljiv?

Odgovor 1: Racunanije interpolacijskega polinoma s pomocjo Vandermondove matrike

je zamudno (4n® + O (n?) operacij).

Odgovor 2: Pogojenostno Stevilo k(A) v primeru ekvidistantnih tok na intervalu

0,1, . X0 =0,x1 = 1, x0 = 2,..., x5 = 1, hitro raste s §tevilom tock:
Stevilo tock n | 5 | 10 | 20
k(A) | ~ 49.-10° | ~ 12108 | ~ 9.7-10™8
Namesto uporabe 1,x,x2,...,x" uporabimo eno od
naslednjih baz:
» .
(X=X1)-+-(X=Xn) (x=Xp) (Xx=X2) - (X—Xn) (x=X0)-+(X=Xp_—1)
(X0—x1)-(Xo—Xn) " (X1—X0) (X1 —X2)--(X1—Xn) " " """ (Xn—Xo)~(Xn—Xpn—1) "
> T x—Xo, (X—X0) (X —X%1),...,(x—X0) -+ - (X —Xp_1).

Obe zgorniji bazi sta stabilni, Newtonova pa je cenej$a za raGunanje in oomogoc¢a
enostavno dodajanje novih interpolacijskih tock.
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Napaka polinomske interpolacije

Naj bo p, interpolacijski polinom in f funkcija. Zanima nas razlika
en(t) = pn(t) —f(1)
v neki toCki t € R.

Naj bo g, 1 interpolacijski polinom funkcije f skozi tocke xo, .. ., Xpin t:
n
QH+1[X):pn(X)+C'H(X*X,‘) zanek C € R.
i=0

Iz enakosti f(t) = gny1 (1) sledi

n

en(t) = palt) —f(t) = —C - [ J(t —x).

i=0
Za oceno napako moramo oceniti Se koeficient C.

Izrek
Obstaja & € [a, b, tako da velja
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