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LU razcep s kompletnim pivotiranjem

Pri kompletnem pivotiranju pred eliminacijo v j-tem stolpcu
poiščemo element z največjo absolutno vrednostjo v podmatriki
A(j : n, j : n) in nato izvedemo ustrezni menjavi vrstic in
stolpcev.

Dodatno delo pri LU razcepu s kompletnim pivotiranjem je
O(n3) primerjanj in menjav. Torej je skupna cena dražja od LU
razcepa z delnim pivotiranjem in se v praksi redko uporablja.
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Stabilnost LU razcepa matrike

Naj bo A =
[
aij
]

i,j n× n matrika. Z |A | označimo matriko
[
|aij |
]

i,j .
Brez dokaza navedimo naslednjo trditev o stabilnosti LU
razcepa.

Trditev
Naj bo A obrnljiva matrika, pri kateri se izvede LU razcep brez
pivotiranja. Za izračunani matriki L̂ , Û velja A = L̂ Û + E, kjer je

|E | 6 nu|L̂ ||Û|.

Lahko se zgodi, da je |L̂ ||Û| zelo veliko v primerjavi z A , zato
računanje LU razcepa v splošnem ni obratno stabilna metoda.
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I Če želimo omejiti |L̂ |, moramo uporabiti pivotiranje. Po
konstrukciji bo veljalo |`ij | 6 1.

I Oceniti pa moramo še |U|. Vpeljemo pivotno rast

g :=
maxi,j |uij |

maxi,j |aij |
.

Sledi
max

ij
|Eij | 6 n2ug max

ij
|aij |.

Če je pivotna rast g majhna, lahko pričakujemo majhno
napako.

Trditev
Pri delnem pivotiranju je pivotna rast omejena z 2n−1.

Velja namreč |`ij | 6 1, aij pa na vsakem od največ n − 1 korakov izračunamo
kot aij = aij − `ik akj . Torej se absolutna vrednost največjega elementa v
matriki kvečjemu podvoji.
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Žal pa za vsak n obstajajo matrike s pivotno rastjo 2n−1, tako da
LU razcep z delnim pivotiranjem teoretično ni obratno stabilen.

Primer
Matrika

An =



1 0 · · · 0 1

−1 1
. . .

... 1
...

. . .
. . . 0

...
...

. . .
. . .

...
−1 · · · · · · −1 1


ima pivotno rast 2n−1.

Statistično pa velja, da je pričakovana vrednost pivotne rasti
O(n2/3), tako da LU razcep z delnim pivotiranjem v praksi je
obratno stabilen.
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Verjetnostne porazdelitve slučajne spremenljivke ρ, generirane
z milijon naključnimi matrikami velikosti m ×m (tj. vsak vhod
naključen element iz enakomerne zvezne porazdelitve na
intervalu [−1,1]):

Numerical methods – Assignment Simon Bele

Exercise 2

Probability density distributions for growth factors of random matrices of dimensions m = 8, 16,
32, based on sample sizes of one million for each dimension. The density appears to decrease
exponentially with p, achieving an almost Gaussian bell-curve.
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Pivotna rast 200 naključnih matrik velikosti m ×m (tj. vsak vhod
naključen element iz enakomerne zvezne porazdelitve na
intervalu [−1,1]):

Numerical methods – Assignment Simon Bele

Exercise 1

Growth factors for Gaussian elimination with partial pivoting applied to 200 random matrices
(independent, uniformly distributed [-1, 1]) of various dimensions. The typical size of p is of
order m2/3, much less than the maximal possible value 2n−1 as well as lower than the typical size
of randomly generated matrices from the Gaussian distribution beyond some constant.
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Občutljivost sistema Ax = b

Vprašanje. Denimo, da smo sistem Ax = b z neko metodo
(npr. LU razcepom) rešili numerično in dobili približek x̂. Kako
dober je ta približek?

Pišimo x̂ = x + ∆x. V resnici velja

A(x + ∆x) = b + ∆b.

Če vključimo še numerično napako v A , velja

(A + ∆A)(x + ∆x) = b + ∆b. (1)

Radi bi ocenili velikostni razred ∆x v primerjavi z x. V ta namen
potrebujemo nekaj osnov vektorskih in matričnih norm.
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Vektorska norma je preslikava ‖·‖ : Cn → R, ki zadošča:

1. Pozitivna definitnost: ‖x‖ > 0 za vsak x ∈ Cn in
‖x‖ = 0⇔ x = 0.

2. Homogenost: ‖αx‖ = |α| ‖x‖ za vsaka α ∈ C in x ∈ Cn

3. Trikotniška neenakost: ‖x + y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ za vsaka x, y ∈ Cn.
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Matrična norma je preslikava ‖·‖ : Cn×n → R, ki zadošča:

1. Pozitivna definitnost: ‖A‖ > 0 za vsak A ∈ Cn×n in
‖A‖ = 0⇔ A = 0.

2. Homogenost: ‖αA‖ = |α| ‖A‖ za vsaka α ∈ C in A ∈ Cn×n.

3. Trikotniška neenakost: ‖A + B‖ 6 ‖A‖+ ‖B‖ za vsaka
A ,B ∈ Cn×n.

4. Submultiplikativnost: ‖AB‖ 6 ‖A‖ ‖B‖ za vsaka A ,B ∈ Cn×n.

Trditev
Naj bo ‖ · ‖∗ vektorska norma na Cn. Potem predpis

‖A‖∗ := max
‖x‖=1

‖Ax‖∗ (2)

določa matrično normo na Cn×n. (2) pa lahko ekvivalentno
definiramo tudi kot

‖A‖∗ := max
‖x‖,0

‖Ax‖
‖x‖

.
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Primer
Pišimo x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn in

A = [aij ]i,j=1,...,n =
[

a1 a2 . . . an
]
∈ Cn×n,

kjer so a1, . . . ,an stolpci matrike A. Nekaj vektorskih in matričnih norm:

1. ‖x‖1 =

n∑
i=1

|xi | (1−norma), ‖A‖1 = max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij |.

Dokaz enakosti za ‖A‖1.

‖Ax‖1 = ‖a1x1 + . . .+ anxn‖1 6 ‖a1‖1|x1|+ . . .+ ‖an‖1|xn |

6 max
j=1,...,n

‖aj‖1(|x1|+ . . .+ |xn |) = max
j=1,...,n

‖aj‖1‖x‖1

= max
j=1,...,n

‖aj‖1.

Ker je Aej = aj (ej je standardni vektor z 1 na j–tem mestu in 0 drugje),
je enakost dosežena.
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2. ‖x‖2 =

√√√√ n∑
i=1

|xi |
2 (2−norma),

‖A‖2 =
√

max
j=1,...,n

λj(AT A) (spektralna norma)

Tu λj(X) označuje j–to lastno vrednost matrike X .

3. ‖x‖∞ = max
i=1,...,n

|xi | (∞−norma), ‖A‖∞ = max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij |.

4. ‖A‖F =

√√√√ n∑
i,j=1

|aij |
2 (Frobeniusova matrična norma).

Pozor: N(A) := max
i,j=1,...,n

|aij | ni matrična norma. Protiprimer za

submultiplikativnost N(AB) 6 N(A)N(B) sta matriki A = B =

[
1 1
1 1

]
, saj

je

N(AB) = N(

[
2 2
2 2

]
) = 2 > N(A)N(B) = 1.
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Zakaj imeti več matričnih norm?

Nekatere norme je bistveno zahtevneje izračunati od ostalih.
Zahtevno je npr. določanje spektralne norme ‖ · ‖2, saj je
računanje lastnih vrednosti zahtevna naloga. Poceni pa je
izračunati 1–normo, ∞–normo in F–normo. Iz različnih ocen,
kot so

1√
n
‖A‖F 6 ‖A‖2 6 ‖A‖F ,

1√
n
‖A‖1 6 ‖A‖2 6

√
n‖A‖1,

1√
n
‖A‖∞ 6 ‖A‖2 6

√
n‖A‖∞,

N(A) 6 ‖A‖2 6 n · N(A),

pa lahko dobro ocenimo ‖A‖2.
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