Poglavje 6

Navadne diferencialne enacbe

6.1 Uvod

Splosna resitev navadne diferencialne enacbe n-tega reda

F('r7 y7 y/7 yl/7 A 7y(n)) = 0

je n-parametricna druzina funkcij. Kadar zelimo iz splosne resitve izloc¢iti eno
izmed partikularnih resitev, potrebujemo dodatno informacijo, ki je navadno
podana kot vrednost te izbrane partikularne resitve in/ali njenih odvodov
pri eni ali ve¢ vrednostih neodvisne spremenljivke z. Pri enachi n-tega reda
je navadno dovolj n dodatnih pogojev. Ce so ti pogoji dani kot vrednosti
izbrane resitve in njenih odvodov v eni sami tocki, govorimo o zacetnem
problemu, Ce so te vrednosti dane v dveh ali ve¢ razlicnih tockah, imamo
robni problem.

V tem poglavju se bomo ukvarjali predvsem z resevanjem zacetnih pro-
blemov pri diferencialnih enacbah prvega reda

y' = flz,y) in y(xe) = yo. (6.1)

Metode, ki jih bomo uporabljali za resevanje problema (6.1), bomo kasneje
posplosili tudi za resevanje zacetnih problemov pri sistemih navadnih diferen-
cialnih enacb in enach visjega reda, pa tudi za resevanje enostavnih robnih
problemov. Ker enacbo (6.1) lahko analiti¢no resimo le v posebno enostav-
nih primerih, se moramo navadno zadovoljiti le z numeri¢no resitvijo. Na
intervalu [x¢, b], na katerem Zelimo izracunati resitev, si izberemo zaporedje
tock
T < To < o < Ty < -ov
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razdalje med njimi pa oznac¢imo s h; = x; 11 — ;. Ce so vse tocke x; med seboj
enako oddaljene, je h; = h konstanta. Resitev danega zacetnega problema
(6.1) dobimo kot zaporedje priblizkov y; za vrednosti toéne resitve y(x;) v
izbranih tockah. Za odvod funkcije v tocki priblizne resitve bomo uporabljali
skrajsano oznako f; = f(x;, ;).

Pri numeri¢nem resevanju zacetnih problemov nas predvsem zanima raz-
lika med numeri¢no in to¢no resitvijo

gn = Yn — y(xn)a

ki ji pravimo globalna napaka. Na njeno velikost vplivajo razlicni faktorji, kot
so: izbrana numericna metoda, velikost koraka h;, obnasanje toc¢ne resitve
y(z) zacetnega problema, rac¢unalnik, s katerim rac¢unamo, ... Tu si bomo
ogledali le, kako na velikost globalne napake vplivata izbor metode in velikost
koraka, ostale vplive bomo zanemarili. Globalna napaka je posledica napake,
ki jo naredimo na vsakem posameznem koraku. Lokalna napaka metode
v tocki z,41 je razlika med numeri¢nim priblizkom y,,41 in tisto resitvijo
diferencialne enacbe, ki poteka skozi prejsnjo tocko numeriéne resitve (z,, ¥ ),
to je resitvijo zacetnega problema

2= f(z,z2), 2(2n) = Yn, (6.2)
izracunano v tocki x,1:
ln+1 = Yn+1 — z(anrl)-

Iz slike 6.1 vidimo, da je globalna napaka numeri¢ne resitve v neki tocki po-
sledica globalne napake v prejsnji tocki in lokalne napake v zadnjem koraku.

Definicija 6.1.1. Red metode za resevanje diferencialnih enacbh je
celo Stevilo p, za katerega je

l, = ChE™ + O(h2F?).

Konstanta C' je poznana kot konstanta napake.

6.2 FEulerjeva metoda

Najenostavnejsa metoda za resevanje zacetnih problemov (6.1) je Fulerjeva
metoda'. Izpeljemo jo lahko iz Taylorjeve formule za to¢no resitev zacetnega

Leonhard Euler (1707 Basel — 1783 St Petersburg) §vicarski matematik, eden izmed
najpomembnejsih matematikov. Veé¢ino zivljenja je prezivel v Berlinu in St. Petersburgu.
Poleg matematike se je ukvarjal tudi z astronomijo, in fiziko.
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Slika 6.1: Globalna napaka numericne resitve je posledica globalne napake v
prejsni tocki in lokalne napake v zadnjem koraku

problema

h2
Y(@n + hy) = y(x,) + hoy'(z0) + 7”3/’(5”); £ € (xn,xy+hy).  (6.3)

Ce zanemarimo ¢len s h2, dobimo pravilo, po katerem iz znane vrednosti y,,
izracunamo naslednjo vrednost v zaporedju priblizkov k resitvi

Geometrijsko Eulerjeva formula (6.4) pomeni, da resitev enacbe med
tockama x; in x;,; nadomestimo z odsekom premice iz tocke x; v smeri,
ki je dolo¢ena z odvodom f; do tocke x;;; (slika 6.2).

Iz enacbe (6.3) vidimo, da je lokalna napaka Eulerjeve metode enaka
h2y"(€)/2, torej je Eulerjeva metoda prvega reda.

Zapisimo postopek za resevanje zacetnega problema z Eulerjevo metodo
v obliki algoritma:

Algoritem 6.2.1 (Eulerjeva metoda). Naj bo y' = f(x,y) diferencialna
enacba, y(xy) = yo zacetni pogoj, h dolzina koraka in N naravno stevilo. Na-
slednji algoritem izracuna zaporedje priblizkov y,, k vrednostim tocne resitve
y(x,) diferencialne enacbe v izbranih tockah x,, = o +nh; n =1,...,N s
pomocjo Eulerjeve metode.
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Slika 6.2: Resitev diferencialne enacbe z Eulerjevo metodo

Y =Yo

T = X

forn=1: N
r=x+h

end

Primer 6.2.1. Pois¢imo priblizno resitev zacetnega problema
y=—-y+1 in y(0)=2 (6.5)

na intervalu [0, 1] z Eulerjevo metodo pri koraku h = 0.1.
Iz resitve v tabeli 6.1 in na sliki 6.3 vidimo, da numeri¢na resitev sicer
spremlja tocno resitev, vendar je globalna napaka dokaj velika. [ ]

6.3 Linearne vecclenske metode

Eulerjeva metoda je preprosta, vendar je za resno uporabo premalo natancna.
Natancnejse metode lahko dobimo z razlicnimi posplositvami Eulerjeve me-
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0 0.0 2.0000 —0.0000
1 0.1 1.9000 —0.0048
2 0.2 1.8100 —0.0087
3 0.3 1.7290 —0.0118
4 0.4 1.6561 —0.0142
) 0.5 1.5905 —0.0160
6 0.6 1.5314 —0.0174
7 0.7 1.4782 —0.0183
8 0.8 1.4305 —0.0189
9 0.9 1.3874 —0.0191
10 1.0 1.3487 —0.0192

Tabela 6.1: Resitev zacetnega problema z Eulerjevo metodo

tode. V tem razdelku si bomo ogledali metode, pri katerih za izracun vre-
dnosti v naslednji tocki (z,41) poleg vrednosti resitve y, in odvoda f, v
tocki x, uporabimo ve¢ ze prej izracunanih vrednosti in odvodov v tockah
Tn_1,Tn_2,... Lake metode imenujemo linearne vecclenske metode.

Adams-Bashforthove metode Vzemimo, da smo pri konstantni dolzini

koraka h ze izracunali priblizne resitve na mnozici ekvidistantnih tock x; =
xo + ih; i = 0,...,n. Diferencialno enacbo y' = f(x,y) integriramo med z,

in x,4; in dobimo
Tn+1 Tn+1
/ y da =/ f(x,y(x)) dr,

kar lahko zapisemo kot
Tn+1
i =+ [ flayle)) de (6.6)

Ce integral na desni izrac¢unamo tako, da f(x, y(z)) zamenjamo z interpolacij-
skim polinomom skozi tocke @, Tp_1, . . . , Tn_pt1, dobimo k-clensko Adams*-

2John Couch Adams (1819 Laneast (Anglija) — 1892 Cambridge), Angleski astronom,
velika je njegova vloga pri odkrivanju planeta Neptuna. Metodo za numeri¢no integracijo
diferencialnih enacb je objavil skupaj z F. Bashforthom leta 1883.
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Slika 6.3: To¢na in numeri¢na resitev zacetnega problema (6.5)

Bashforthovo® metodo (AB metodo). (Glej problem 1) Navadno jo zapisemo
v obliki

k
Ynt1 = Yn + h Zﬁifn—iﬂ- (6.7)
=1

Napaka k-clenske Adams-Bashforthove metode je Cjy1hF 1y (¢,). Kon-
stanti Cy1 pravimo konstanta napake. Tako ima k-Clenska Adams-Bashfor-
thova metoda red k. Koeficienti prvih Sestih AB metod z ustreznimi konstan-
tami napake so zbrani v tabeli 6.2. Prvo (k = 1) izmed njih, y,11 = yn+hfy,
ze poznamo, to je Eulerjeva metoda (6.4).

Za resevanje zacetnega problema s k-¢lensko AB metodo (K > 2) po-
trebujemo poleg zacetne vrednosti yg Se kK — 1 vrednosti y1,...,yr_1, ki jih
moramo izracunati s kaksno drugo metodo (na primer z metodo Runge-Kutta
iz naslednjega razdelka), ki ima isti red natan¢nosti kot AB metoda.

3Francis Bashforth (1819 Doncaster — 1912 Woodhall Spa (Anglija)), angleski gradbeni
inzenir in balistik. Na univerzi v Cambridgu je bil sosolec Johna Adamsa. V mladih letih
je deloval v gradbenistvu, pozneje je bil profesor uporabne matematike in balistike na
vojaski akademiji v Woolwichu.
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2 203; 3 -1 %
31 126;| 23 —16 5 g
4| 243 55 =59 37 —9 el
5| 7208; | 1901 —2774 2616 —1274 251 95
6 | 14408, | 4277 —7923 9982 —7298 2877 —475 | 1087

Tabela 6.2: Koeficienti Adams—Bashforthovih metod.

Zapisimo algoritem za reSevanje zacetnega problema z AB metodo:

Algoritem 6.3.1 (AB metoda). Naj bo ' = f(z,y) diferencialna enacba,
y(xo) = yo zacetni pogoj, h korak in N naravno Stevilo. Naslednji algori-
tem izra¢una zaporedne priblizke y,, k vrednostim resitve y(x,,) diferencialne

enacbe v tockah x,, = xo+nh; n=1,..., N s pomoc¢jo AB metode 4. reda.
Y=Y
r = Xy
a(1) = f(z,y)
forn=2:4
r=x+h
Izra¢unaj dodatno vrednost y = y(x)
d(n) = f(z,y)
end
forn=4:N
r=x+h
y=y+hx(B5xd(4)—59xd(3)+37*d(2) —9xd(1))/24
d(5) = f(z,y)
for j=1:4
d(j) = d(j +1)
end
end

Primer 6.3.1. Pois¢imo priblizno resitev zacetnega problema (6.5) na in-
tervalu [0, 1] se z Adams-Bashforthovo metodo 4. reda pri enakem koraku
h = 0.1 kot v primeru 6.2.1. Manjkajoce zacetne vrednosti dolo¢imo kar iz
tocne resitve y = e~ * 4 1.
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n T, Yn Yn — Y(Tn)
0 0.0 2.0000 0

1 0.1 1.9049 0

2 0.2 1.8187 0

3 0.3 1.7408 0

4 0.4 1.6703 2.9-1076
5 0.5 1.6065 4.8 1076
6 0.6 1.5488 6.8-1076
7 0.7 1.4966 8.1-1076
8 0.8 1.4493 9.2.1076
9 0.9 1.4066 1.0-1073
10 1.0 1.3679 1.1-1075

Tabela 6.3: Resitev zacetnega problema z Adams-Bashforthovo metodo 4.
reda

Iz rezultatov v tabeli 6.3 lahko ugotovimo, da je napaka priblizkov, izra-
¢unanih z AB metodo 4. reda, dosti manjsa od napake priblizkov, izracunanih
z Eulerjevo metodo. [ ]

Adams-Moultonove metode Ce integral na desni strani enacbe (6.6)
izracunamo tako, da interpolacijskim tockam dodamo tudi x,;, dobimo k-
¢lensko Adams-Moultonovo* metodo (AM metodo) (Glej problem 2). Zapi-
Semo jo kot

k
Yn+1 = Yn + h Z ﬁjfn—i+1- (68)
=0
Napaka k-clenske Adams-Moultonove metode je Cy, ,hF2y*H1 (&), kjer
konstanti C} ., zopet pravimo konstanta napake. Tako ima k-clenska
Adams-Moultonova metoda red k 4 1. Koeficienti prvih sestih AM metod z
ustreznimi konstantami napake so zbrani v tabeli 6.2. Metoda, ki jo dobimo

4Forest Ray Moulton (1872 LeRoy, Michigan — 1952 Chicago), ameriski astronom.
Adamsovo metodo za reSevanje diferencialnih enacb je izpopolnil, da bi natancneje
izracunaval balisti¢ne trajektorije, objavil jo je leta 1926.
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za k=0
Yn+1 = Yn + hfn+1 (69)

je poznana kot implicitna Eulerjeva metoda, metoda s k =1

h
Yn+1 = Yn + §(fn + fn—i—l)

pa je poznana pod imenom trapezna metoda.

k i 0 1 2 3 4 5[Cr,
0 gl 1 e
1| 28] 1 1 =
21 12687 5 ] =
30 2467 9 19 -5 1 19
4| 72065251 646 —264 106 —19 =
5 (14408, [ 475 1427 —798 482 —173 27| 59

Tabela 6.4: Koeficienti Adams—Moultonovih metod.

Za razliko od AB metod, nastopa pri AM metodah neznana vrednost
Yns1 Da obeh straneh enacbe (6.8), tako da moramo na vsakem koraku resiti
nelinearno enacbho

k
Y1 = Yn + B f (@nsr Ynsr) + 1Y B faiv (6.10)

=1

Metodam, pri katerih moramo vrednost v, dolociti kot resitev enacbe, pra-
vimo implicitne metode, za razliko od eksplicitnih metod (kot so AB metode),
pri katerih izracunamo y, ; direktno.

V praksi resujemo enacbo (6.10) obi¢ajno z navadno iteracijo. Ce imamo
dober zacetni priblizek, ki ga navadno dobimo z ustrezno eksplicitno AB
metodo istega reda, ki ji v tem primeru pravimo prediktor, in dovolj majhen
korak h, je ve¢inoma dovolj Ze ena iteracija (implicitni AM formuli v tem
primeru pravimo korektor). Taka kombinacija AB in AM metode je znana
pod imenom metoda prediktor-korektor . Zapisimo Se ustrezen algoritem:

Algoritem 6.3.2 (ABM prediktor-korektor). Naj bo ¢/ = f(z,y) diferenci-
alna enacba, y(zg) = yo zacetni pogoj, h korak in N naravno Stevilo. Na-
slednji algoritem izracuna zaporedje priblizkov y,, k vrednostim tocne resitve
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y(x,) diferencialne enacbe v izbranih toc¢kah x,, = o +nh; n =1,...,N s
pomocjo ABM metode prediktor-korektor 4. reda.

T =20,Y = Yo
a(1) = f(z,y)
forn=2:4
r=x+h
Izracunaj dodatno vrednosti y ~ y(z)
d(n) = f(z,y)
end
forn=4:N
r=x+h
yp=1y+h*x(55xd(4) —59*d(3)+37*xd(2) —9xd(1))/24
dp = f(z,yp)
y=y+h*xO*xdp+19xd(4) —5xd(3)+d(2))/24
d(5) = f(z,y)
for j=1:4
d(j) =d(j +1)
end
end

Primer 6.3.2. Pois¢imo priblizno resitev zacetnega problema (6.5) na inter-
valu [0, 1] se z ABM metodo prediktor-korektor 4. reda pri enakem koraku
h = 0.1 kot v obeh prejsnjih primerih 6.2.1 in 6.3.1. Manjkajoce zacetne
vrednosti dolo¢imo kar iz tocne resitve y = e + 1.

Iz rezultatov v tabeli 6.5 vidimo, da je napaka priblizkov, izracunanih z
metodo prediktor-korektor za velikostni razred manjsa od napak priblizkov,
ki smo jih izracunali samo s prediktorjem (primer 6.3.1). n

6.4 Metode Runge-Kutta

Pri Eulerjevi metodi (6.4) vzamemo za vrednost odvoda resitve na intervalu
[T, Tni1] kar vrednost odvoda resitve v zacetni tocki intervala f’'(z,). Pri
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n Tn Yn Yn — y(xn)
0 0.0 2.0000 0

1 0.1 1.9048 0

2 0.2 1.8187 0

3 0.3 1.7408 0

4 0.4 1.6703 —3.1-107"
5 0.5 1.6065 —5.6-1077
6 0.6 1.5488  —7.5-10°
7 0.7 1.4966  —9.1-10°¢
8 0.8 1.4493 —1.0-107
9 0.9 1.4066  —1.1-10°
10 1.0 1.3679 —1.2-10°¢

Tabela 6.5: Resitev zacetnega problema z ABM metodo prediktor-korektor
4. reda

metodah Runge®-Kutta® dosezemo ve¢jo natanénost tako, da vrednosti od-
voda izrac¢unamo v vec tockah na intervalu x,,, z,,;1 in pri racunanju vrednosti
reSitve v tocki x, 1 upostevamo njihovo primerno obtezeno povprecje. Kot
primer izracunajmo koeficiente a, by, by in ¢ preproste dvostopenjske metode
Runge-Kutta

Yn+1 = Yn + bik1 + Dok, (6.11)

kjer sta hk; in hky priblizka za vrednost odvoda v tockah x, in z, + ch.
[zracunamo ju iz

kl = hf('rn7 yn>
kg = hf(ﬂfn + Ch/, Yn + (Ikl).

Tocno resitev y(z, + h) razvijemo v Taylorjevo vrsto po potencah h in
dobimo

5Carle David Tolmé Runge (1856 Bremen — 1927 Géttingen), nemski matematik in
fizik, profesor na univerzah v Hannovru in Gottingenu. Svoj prvi ¢lanek o numeri¢nem
reSevanju diferencialnih enacb je objavil leta 1895.

SMartin Wilhelm Kutta (1867 Pitschen (sedaj Byczyna, Poljska) — 1944 Fiirstenfeld-
bruck), nemski matematik, profesor na univerzi v Stuttgartu. Na osnovi Rungejeve ideje
je objavil izboljsano verzijo metode Runge-Kutta leta 1901.
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h? h?
y(xn + h) = y(xn) + hy,(l‘n) + Ey/,(xn) + Eym(xn) +oee
2
= Yo+ hfnt %(fx + ffy)n (6.12)

h3
+ E(fzx+2ffxy+fyyf2+fa:fy+fy2f)n+"'7

kjer smo z indeksom n oznacili, da je potrebno vse funkcije izrac¢unati v tocki

(l’n, yn) .
Da bi dobili Taylorjevo vrsto za numeri¢no resitev (6.11), razvijemo naj-

prej ko:
c? a?
k:Z - hfn + hz(cfar + affy)n + h3 (5]03[:3[: + (lefa:y + Efyy) + - )
kar vstavimo v (6.11), da dobimo

Yn+1 = Yn + (bl + b2)hfn + b2h2<cf:v + affy)n +
2 2

S primerjavo vrst (6.12) in (6.13) ugotovimo, da se vrsti ujemata v ¢lenih s
h in h?%, e so izpolnjene enacbe

bi+by =

N = =

(lbg = Cbg =

Ta sistem ima enoparametricno druzino resSitev. Najpreprostejsi resitvi do-
bimo, ¢e si izberemo by = 1/2 ali by = 1. V prvem primeru imamo metodo

ki = hf(zn,yn)
Yn+1 = Yn + (kl + k2)/2a

v drugem pa

ki = hf(zn,yn)
Yn+t1 = Yn T+ k27
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kar sta obe metodi Runge-Kutta drugege reda.
Splosno s-stopenjsko eksplicitno metodo Runge-Kutta lahko zapisemo kot

Yn+1 = Yn + Z bzku

i=1

kjer stevila kq, ..., ks izracunamo zaporedoma kot

kl = hf(xna yn)
ky = hf(x,+ cah,y, + az1k1)

s—1

ks = hf(xn+cshayn+za's,jkj)'

j=1

Koeficiente a; ;, b; in ¢; lahko pregledno zapisemo v obliki tabele (Butcherjeva
tabela’)

010

cy|az; O
c3|asy ass 0O

Cs | Qg1 Qg2 *+° (Ags—1 0

bl b2 e bs—l bsa

kjer so koeficienti ¢; doloceni s koeficienti a;; kot

i—1
C; = E Q5.
J=1

Pri vecjem stevilu stopenj s postanejo enacbe, ki dolocajo koeficiente zelo
zapletene. Najpopularnejsa in najpogosteje uporabljana je metoda Runge-
Kutta cetrtega reda

"John Butcher (1933 Auckland (Nova Zelandija)), novozelandski matematik, profesor
racunalniStva in matematike na univerzi v Aucklandu. Najzasluznejsi za razvoj teorije in
prakse metod Runge Kutta. Leta 1963 je objavil ¢lanek, ki je omogocil teoreti¢no analizo
in nadaljni razvoj teh metod.
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kv = hfn
ky = hf(xn+h/2,yn+ k1/2)
ks = hf(xn+ h/2,yn,+ k2/2)
ky = hf(zn,+ h,y, + ks)
Ynt1 = Yn+ (k1 + 2ko + 2k3 + ky) /6.

Zapisimo jo Se kot algoritem

Algoritem 6.4.1 (Runge-Kutta 4. reda). Naj bo v’ = f(z,y) diferencialna
enacba, y(xo) = yo zacetni pogoj in N naravno stevilo. Naslednji algoritem
izracuna vektor priblizkov y,, k vrednostim resitve y(z, ) diferencialne enacbe
v tockah x, = o +nh; n = 1,..., N s pomoc¢jo metode Runge-Kutta 4.
reda.

T = X

Y ="%Yo

forn=1: N
kl=nh=x* f(z,y)

A
k2 =hx f(x+h/2,y+ k1/2)
k3=hxf(x+h/2,y+ k2/2)
k4 =hx* f(x+ h,y + k3)
y=y+ (k1 +2xk2+ 2% k3 +k4)/6
r=x+h
end

Primer 6.4.1. Pois¢imo priblizno resitev zacetnega problema (6.5) na inter-
valu [0, 1] tudi z metodo Runge-Kutta 4. reda z enako dolzino koraka h = 0.1
kot v prejsnjih primerih.

Iz rezultatov v tabeli 6.6 vidimo, da je napaka pri racunanju z metodo
Runge-Kutta nekoliko manjsa od napake, ki smo jo dobili pri metodi predik-
tor-korektor (tabela 6.5). n

Rezultati, dobljeni z metodo Runge-Kutta, so praviloma nekoliko boljsi,
kot tisti, ki jih dobimo z ABM metodo prediktor-korektor. Cena, ki jo mo-
ramo za to placati, pa so Stiri racunanja odvodov v primerjavi s samo dvema
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n T, Yn Yn — Y(Tn)
0 0.0 1.0000 0
1 0.1 1.9048 8.2-1078
2 0.2 1.8187 1.5-1077
3 0.3 1.7408 2.0-1077
4 0.4 1.6703 2.4-1077
5 0.5 1.6065 2.7-1077
6 0.6 1.5488 3.0-1077
7 0.7 1.4966 3.1-1077
8 0.8 1.4493 3.3-1077
9 0.9 1.4066 3.3-1077
10 1.0 1.3679 3.3-1077

Tabela 6.6: Resitev zacetnega problema z metodo Runge-Kutta 4. reda

pri metodi prediktor-korektor. Po drugi strani pa je metoda Runge-Kutta
enostavnejsa za uporabo, saj pri njej ne potrebujemo dodatnih vrednosti od-
vodov v prejsnjih tockah, enostavno pa je tudi spreminjanje dolzine koraka.

6.5 Kontrola koraka

Pri racunanju priblizka k tocni reSitvi zacetnega problema nas predvsem
zanima velikost globalne napake. Njene velikosti med racunanjem ne moremo
direktno ocenjevati, lahko pa ocenjujemo velikost lokalnih napak, od katerih
je odvisna tudi globalna napaka. Ce bomo z izbiro dolzine koraka primerno
omejili lokalne napake, bo navadno tudi globalna napaka ostala majhna.

Skoraj pri vseh metodah za reSevanje zacetnih problemov lahko upo-
rabimo podoben nacin, ki smo ga spoznali Ze pri ra¢unanju integralov. Vze-
mimo, da smo z metodo p-tega reda izracunali vrednost y,i i, z dolzino
koraka h. Lokalna napaka (6.2) je torej

~ 1
lny1 = Yni1n — Z(SL’nH) ~ ChPt )

kjer je z(z,y1) resitev zaCetnega problema (6.2). Izracunajmo Se vrednost
Yn+1,h/2 tako, da iz tocke x,, naredimo dva koraka dolzine h/2, torej

Yni1hs2 — 2(Tng1) & 2CRPHI27P7L
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Zadnji dve enachi odstejemo:
Ynt+1,h — Yn+1,h/2 ChPt (1 —277),
od koder dobimo priblizek za lokalno napako vrednosti y,41

I _ Yn+1,n — Yn+1,n/2
n+1 =~ )
1—-2-»

lokalna napaka tocnejSe vrednosti y,11,,/2 pa je Se za faktor 2” manjsa.

Na podlagi vnaprej predpisane zgornje meje € za lokalno napako, lahko
sedaj sodimo o primernosti dolzine koraka h. Ce je ugotovljena lokalna na-
paka manjsa od produkta eh, potem vrednost 1,11 (Se bolje pa Y, 1,5/2)
sprejmemo, sicer za¢nemo racunati ponovno iz prejsnje vrednosti v, vendar
z manjso dolzino koraka. Ce pa je ugotovljena lokalna napaka dosti manjsa
od eh, lahko v naslednjem koraku h povecamo.

Opisani nacin kontrole lokalne napake in dolzine koraka je uporaben pri
vseh metodah (linearnih vecélenskih in Runge-Kutta), zahteva pa nekaj do-
datnega racunanja, saj moramo vrednost resitve v vsaki tocki racunati dva-
krat. Oba tipa metod pa omogocata tudi uc¢inkovitejse racunanje priblizne
vrednosti lokalne napake, kar si bomo sedaj ogledali.

Metode prediktor-korektor Pri metodah prediktor-korektor lahko izra-
¢unamo priblizno vrednost napake iz razlike med vrednostjo resitve, izracuna-
no z eksplicitno metodo (prediktorjem) in z implicitno metodo (korektorjem)
popravljeno vrednostjo. Vzemimo, da sta obe formuli, prediktor in korektor,
istega reda p. Priblizni vrednosti za lokalni napaki prediktorja in korektorja

y£+1 — 2(Tpy1) ~ Cphp+1
Int1 = Yns1 — 2(Tpy1) =~ CphP™,
odstejemo in dobimo
Ynt1 = Yhi1 ~ (Cp = Cp) 7,
od koder izra¢unamo priblizno vrednost lokalne napake

Ck
lny1 = m(ynﬂ ~ Uns1)-
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Kadar je tako izracunana lokalna napaka manjsa od €h, sprejmemo vrednost
Yna1 kot priblizek za resSitev v tocki x,.,. Kadar pa je ugotovljena napaka
vecja, moramo zmanjsati dolzino koraka h in zaceti znova od vrednosti y,,, kar
pa je pri vecélenskih metodah povezano z dodatnimi tezavami, saj moramo
posebej izracunati vrednosti odvodov resitve v zaporednih tockah, ki so med
seboj oddaljene za h. Ce korak razpolovimo, lahko nekatere izmed znanih
vrednosti uporabimo tudi pri novi dolzini koraka, ostale pa lahko izracunamo
s pomocjo interpolacije. Kadar je ugotovljena napaka znatno manjsa (za vec
kot faktor 2P) od dovoljene, pa lahko dolzino koraka povecamo, vendar se
tudi v tem primeru znajdemo pred podobnimi tezavami kot pri zmanjsanju
dolzine koraka. V tem primeru je najbolje dolzino koraka podvojiti, saj tako
lahko uporabimo vrednosti odvodov, ki smo jih ze izracunali, seveda pa si
moramo v tem primeru zapomniti ve¢ kot samo zadnjih k vrednosti odvoda.

Metode Runge-Kutta Pri metodah Runge-Kutta se je v zadnjih letih
za sprotno ocenjevanje lokalne napake uveljavila tehnika vgnezdenih parov
metod. To sta dve metodi Runge-Kutta, ki imata isto matriko koeficientov
a;j,t=1,...,j—=1;7=1,..., sinrazlicna vektorjautezi b; in b; i = 1,...,s.
Koeficienti in utezi morajo biti izbrani tako, da sta metodi razlicnih redov,
naprimer metoda z utezmi b; je reda p, metoda z utezmi b} pa reda p + 1.

Najpreprostejsi primer takega vgnezdenega para sta metodi prvega in
drugega reda, ki ju lahko zapisemo kot Butcherjevo tabelo

kjer smo v oglatem oklepaju zapisali utezi metode visjega reda. To pomeni,
da je metoda nizjega reda (v tem primeru prvega reda) Eulerjeva metoda,
metoda visjega reda (v tem primeru drugega) pa metoda (6.14). Ker je
metoda viSjega reda tocnejSa od metode nizjega reda, izracunamo priblizno
vrednost lokalne napake kot razliko dveh priblizkov

Yn+1 — yn+k31
Ynii = Yn+ (k1 +ka)/2,

torej
lny1 =~ ZJZH — Yny1 = (k1 + k2)/2,
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Na ta nacin smo sicer izracunali priblizno vrednost napake metode nizjega
reda, vendar obicajno za resitev y,41 vzamemo tocnejsi priblizek y; ;.

Pri prakticnem racunanju se zelo obnese metoda, poznana pod imenom
DOPRIS5, ki sta jo konstruirala Dormand in Prince (1980). Njen red je 5(4),
njeni koeficienti pa so v tabeli 6.7.

0
1 1
5 5
3 3 9
10| 40 40
4 44 __ 56 32
5 15 15 9
8 | 19372 25360 64448 212
9 | 6561 2187 6561 729
1| 917 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656
1| 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 — 7187 11
384 1113 192 6784 84
‘ [ 0 TSTL 303 02007 18T 1
57600 16695 640 339200 2100 40

Tabela 6.7: Koeficienti metode DOPRI5 (Dormand in Prince (1980))

Pri metodah Runge-Kutta ni tezav pri spreminjanju dolzine koraka, zato
jo lahko sproti spreminjamo glede na to, kako se obnasa lokalna napaka.
Vzemimo, da racunamo z metodo reda p, torej je lokalna napaka [, =~
Ch?™!. Dolzino naslednjega koraka zelimo izbrati tako, da bo lokalna na-
paka C’hflfl ~ ehp.1. Od tod lahko eliminiramo konstanto napake C' in
dobimo .

hfwrl ~ 6hn-i-l
PRl

zato moramo dolzino naslednjega koraka izbrati kot

ch,

hpi1 =h
n+1 n |ln|’

raje pa, da bo napaka zanesljivo manjsSa od maksimalno dovoljene, nekoliko
manj. ZapisSimo celoten algoritem.

Algoritem 6.5.1 (DOPRI5). Naj bo v = f(z,y) diferencialna enacba,
y(xo) = yo zaCetni pogoj, b konéna tocka intervala, na katerem nas zanima
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e max|y, —y(z,)| Stevilo korakov

1079 2.8-107° 4
107t 7.7-1072 5
1072 1.9-107°3 6
1073 3.1-107* 8
107 4.5-10°° 11
107® 5.9.10°¢ 16
107% 7.0-1077 25
1077 8.0-10°8 40
1078 8.6-107° 68
1079 9.1-10°10 118
10710 9.4.10711 205
107" 9.6-10712 358
1072 9.8.10713 631

Tabela 6.8: Resitev zacetnega problema z metodo DOPRI5
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resitev in € zgornja meja za lokalno napako na enotskem intervalu (intervalu
dolzine 1). Naslednji algoritem izracuna vektor priblizkov ¥, k vrednostim

resitve y(xz,) diferencialne enacbe v tockah x,, = z, 1 + h,; n=1,...

xny = b s pomoc¢jo metode DOPRI5.

Tr = X
Y=Y
n=1
oc=20.9
h= (-2
while x < b
k1l =h=x* f(x,y)

(=,
k2=hxf (:c—{—h/5 y + k1/5)
k3 =hx f(x +h*0.3,y + k1 %0.075 + k2 * 0.225)
k4 =hx f(x +h=*0.8,y + 44 x k1/45 — 56 x k2/15 + 32 * k3/9)
k5 =hx f(x +8%h/9,y + 19372 x k1/6561 — 25360 * k2/2187+
64448 * k3/6561 — 212 * k4/729)
k6 = hx f(z + h,y + 9017 % k1/3168 — 355 % k2/33+
46732 * k3 /5247 + 49 * k4/176 — 5103 * k5/18656)
KT =hs f(z+ h,y -+ 35 k1/384 + 500 * k3/1113+
125 # k4/192 — 2187 # k5 /6784 + 11 % k6/84)

)

N

)
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N

Resitev

1
8 10

Napaka

Slika 6.4: Resitev zaCetnega problema (6.5) z metodo DOPRI5 (zgoraj) in
globalna napaka (spodaj) pri e = 1077

I =71%k1/57600 — 71  k3/16695 + 71 * k4,/1920
—17253 % k5/339200 + 22 % k6/525 — k7/40
if [I[| <exh
y =y + (5179 % k1/57600 + 7571 * k3/16695+
393 % k4/640 — 92097 % k5/339200 + 187 % k6/2100 + k7/40)

r=x+h
h=oxhx</eh/|l
ifzr+h>0
h=b—=x
end
else
h=h/2

end
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end

0.8

0.5+

0.1

Slika 6.5: Zaporedje dolzin korakov pri resevanju zacetnega problema (6.5) z
metodo DOPRI5 pri e = 1077

Primer 6.5.1. Pois¢imo priblizno resitev zac¢etnega problema (6.5) na inter-
valu [0, 10] tudi z metodo DOPRI5 in pri razliénih zgornjih mejah za lokalno
napako.

Iz rezultatov v tabeli 6.8 vidimo, da zgornja meja za lokalno napako
dobro omejuje globalno napako. V zadnji koloni je navedeno stevilo korakov
(zavrnjenih in sprejetih), ki so bili potrebni za izra¢un rezultata na intervalu
[0,10]. Na sliki 6.4 je resitev problema (6.5) z algoritmom 6.5.1 in njena
globalna napaka, na sliki 6.5 pa so dolzine posameznih korakov, vse pri € =
1077, ]
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6.6 Sistemi diferencialnih enacb
Sistem m diferencialnih enacb

vi = fil@y, v, Ym)
yé = f2<xay17y27--'7ym> (616>

/

Ypyo = fm(l‘yylny, s 7ym)

za m neznanih funkcij y1,...,¥,, ima v sploSnem m-parametricno druzino
resitev, zato potrebujemo Se m dodatnih pogojev, ki naj bodo dani kot
zacetni pogoji

yi(To) = Yio i=1,...,m. (6.17)
Zacetni problem (6.16, 6.17) lahko krajse zapisemo v vektorski obliki
y, = f(xay)a y(l‘o) = Yo (618)

kjer jey = [ylv s 7ym]T7 f = [fla S fm]T in Yo = [yLOv S 7ym70]T'

Za reSevanje sistema enacb, zapisanega v vektorski obliki (6.18), lahko
uporabljamo iste metode kot za eno samo enacho, le pri zapisu algoritma
moramo paziti na to, da imamo opravka z vektorji in ne skalarji. ZapiSimo kot
zgled varianto algoritma 6.3.2, prirejeno za resevanje sistema diferencialnih
enach.

Algoritem 6.6.1 (ABM prediktor-korektor za sistem). Naj bo

y/ = f(fl',y)

sistem m diferencialnih enacb, y(zg) = y, zacetni pogoj, h korak in N
naravno Stevilo. Naslednji algoritem izracuna zaporedje vektorjev priblizkov
y,, k vrednostim resitve y(x,) diferencialne enacbe v tockah x, = xg +
nh; n=1,..., N s pomoc¢jo ABM metode prediktor-korektor 4. reda.

r = 29

Y ="%Yo

d = zeros(m, 5)

d(;,1) = f(x,y)

forn=2:4
r=x+h
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Izra¢unaj dodatne vrednosti y ~ y(x)

d(:,n) = f(z,y)
end
forn=4:N
r=x+h
yp =y +hx* (55%d(:,4) —59 x d(:,3) + 37 xd(:,2) —9*d(:,1))/24
dp = f(x,yp)
y=y+h*xOxdp+19xd(:,4) —5xd(:,3)+d(:,2))/24
d(:,5) = f(z,y)
for j=1:4
d(:,7)=d(:,j+1)
end
end
RK4 ABM4
n_ 9n(y) 9n(2) 9n(y) 9n(2)
0 0.0
1 01| 39-1007 58-1077|—-1.3-1077 29.1077
2 02| 66-1077 1.1-107%|-32-1077 4.8-1077
3 03] 81-1077 16-10%|-55-1007 6.0-1077
4 04| 85-1077 2.0-10%|-82-107 6.3-1077
5 05| 78-1077 23-10%|—-1.1-10% 58-1077
6 06| 62-107 26-10%|—-14-10¢ 4.7-1077
7 07| 3.7-1007 27-10%|-1.7-10¢ 29.1077
8 08| 55-107% 2.8-10%|-1.9-10% 6.3-10°8
9 09]-32-1077 2.7-107%|-22-10% —2.1-107"
10 1.0|-73-1077 26-107%| -25-107¢ —82.1077

157

Tabela 6.9: Globalne napake komponent zacetnega problema (6.19) z metodo
Runge-Kutta 4. reda in z Adams-Bashforth-Moultonovo metodo prediktor-
korektor 4. reda (h = 0.1)
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Primer 6.6.1. Pois¢imo priblizno resitev zacetnega problema

Yy = y—2z—2e"+2

2= 2y—z—2e"+1; (6.19)
y(0) = 1
2(0) = 1

na intervalu [0, 1] z metodo Runge-Kutta in z Adams-Bashforth-Moultonovo
metodo prediktor-korektor, obe z isto dolzino koraka h = 0.1. Zacetne vre-
dnosti za Adams-Bashforth-Moultonovo metodo so dobljene iz to¢ne resitve
y = e * z = 1 na intervalu [—0.3,0]. Zapisimo Se algoritem za izracun
vrednosti funkcije f v tem primeru:

function f = f(x,y)
f - [y(l) — 2% y(2) — 2% exp(—x) + 2;
2xy(1) —y(2) — 2 x exp(—a) + 1; i

6.7 Enacbe visjih redov

Diferencialne enacbe visjih redov navadno resujemo tako, da jih zapiSemo
kot sistem enacb prvega reda. To najlaze dosezemo tako, da za nove spre-
menljivke izberemo odvode neznane funkcije. Vzemimo diferencialno enacbo
m-tega reda

y(m) = f<x7 y? y/7 A 7y(m_1)>'

7 uvedbo novih spremenljivk

n =9y

yo = Y

Yys = ?/”
(m—1)
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dobimo sistem enach prvega reda

Y= 1
yé = Y3
y;nfl = Unm

y;n = f(l‘7y17y27"'7ym)7

ki ga resujemo s pomocjo ze znanih metod.

6.8 Stabilnost

Zactnimo z enostavnim primerom:

Primer 6.8.1. Resimo zacetni problem

y =-8y; y(0)=1 (6.20)

na intervalu x € (0, 1) za razlicne dolzine koraka h.

Iz rezultatov na sliki 6.6 vidimo, da se numeric¢ne resitve obnasajo zelo
razlicno. Pri dolzinah koraka h < 1/8 numeri¢ne resitve monotono padajo
proti vrednosti 0, prav tako kakor toéna reitev y = e~5%. Pri dolzinah koraka
1/8 < h < 1/4 resitve oscilirajo okoli totne resitve in se ji priblizujejo,
ko © — oo. Za dolzine korakov h > 1/4 pa resitve oscilirajo okoli tocne
resitve, njihove absolutne vrednosti pa neomejeno narascajo (pravimo, da so
nestabilne). u

Poizkusimo pojasniti tako obnasanje resitev. Ko resujemo testno diferen-
cialno enacbo
v =Ay; A<0 (6.21)

z Eulerjevo metodo, dobimo med dvema zaporednima priblizkoma relacijo

medtem ko toéna resitev y = e’ zadoséa podobni relaciji

Y(@as1) = "y ().
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h=0.5(x); h=1/3 (+)

10 3
5F PP i
R
O>§‘\ s . - e /:////\\\\ -
- — _ _ - =~
- IR
_5 1
h=0.25(x); h=0.2 (+)
1 N s
s < P
7 g A N P Ve
7 h 4
or P 4 > N C . s r
7 N Y
7 N P
N o v N P
_1 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
h=0.1 (x); h = 0.05 (+)
1
N
05F U :
NN
><\ ~ .
0 L X =T —e kK
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Slika 6.6: Resitve testne enacbe y' = —8y z Eulerjevo metodo pri razlicnih

dolzinah koraka

Ker je za h < 0 faktor |e"| < 1, je to¢na resitev padajoca funkcija. Seveda
zelimo, da se podobno obnasa tudi numeri¢na resitev, zato mora tudi faktor
1 + hA v enacbi (6.22) zadoscati podobni neenacbi kot to¢na resitev, torej
|1+ hA| < 1. Od tod dobimo da mora biti —2 < hA < 0. Interval [—2,0]
zato imenujemo interval absolutne stabilnosti za FEulerjevo metodo.

Na podoben nacin je definiran interval absolutne stabilnosti tudi za druge
metode: interval absolutne stabilnosti je najvecji interval [—a, 0], da je nu-
mericna resitev testne diferencialne enacbe (6.21) omejena za vsak —a <
hA < 0. Za metode, ki smo jih srecali v tem poglavju, so intervali absolutne
stabilnosti zbrani v tabeli 6.10.

Izkaze se, da je obnaSanje metode pri reSevanju testne enacbe (6.21)
znacilno za to, kako globalna napaka iz prejsnjega koraka vpliva na globalno
napako v naslednjem koraku. Kadar je hA zunaj intervala absolutne sta-



6.9. ROBNI PROBLEMI 161

Metoda interval abs. stabilnosti
AB1 (Eulerjeva) [—2,0]
AB2 [—1.1,0]
AB3 [—0.65, 0]
AB4 [~0.4,0]
AM1 (Implicitna Eulerjeva) [—00, 0]
AM2 (trapezna) [—00, 0]
AMS3 [—6,0]
AM4 (=3, 0]
ABM4 [—1.4,0]
RK2 (obe metodi) [—2,0]
RK4 (klasicna Runge-Kutta) [—2.8,0]
DOPRI5 (-3.3,0]

Tabela 6.10: Intervali absolutne stabilnosti

bilnosti, se globalna napaka iz koraka v korak povecuje. Zato moramo pri
reSevanju diferencialnih enach paziti, da je korak metode vedno v mejah, ki
jih doloca interval absolutne stabilnosti, sicer lahko napaka v resitvi nekon-
trolirano narasca.

Primer 6.8.2. Resimo zacetni problem (6.20) Se z implicitno Eulerjevo me-
todo (6.9).

Iz rezultatov na sliki 6.7 vidimo, da pri resevanju z implicitno Eulerjevo
metodo zaradi njene stabilnosti (interval absolutne stabilnosti implicitne Eu-
lerjeve metode je (—o0,0], glej tabelo 6.10) izra¢unana resitev dobro sledi
pravi resitvi tudi pri ve¢jih dolzinah koraka. |

6.9 Robni problemi

Opisali bomo strelsko metodo, ki je dovolj splosna, da z njo lahko resujemo
tako linearne kot tudi nelinearne robne probleme. Za primer vzemimo robni
problem

- f(x7 y? Z)
7= glx,y,2); (6.23)
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h=0.5(x); h=1/3 (+)

ik S
0.5F T~ 1
0 | | | | | L ‘MT“EF“ME“
h=0.25(x);h = 0.2 (+)
1
0.5F NG
0 1 - P S e R
h=0.1(x); h =0.05 (+)
1
N\
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N
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Slika 6.7: ReSitve testne enacbe y’ = —8y z implicitno Eulerjevo metodo pri

razli¢cnih dolzinah koraka

y(a)= A, y(b) = B.

Ker zelimo za resevanje problema (6.23) uporabiti kaksno izmed obra-
vnavanih metod za reSevanje zacetnih problemov, moramo manjkajoco vre-
dnost z(a) nadomestiti z neznanim parametrom, npr. « in njegovo vrednost
dolociti tako, da bo funkcija y pri x = b zavzela predpisano vrednost B.

[zberimo za « poljubno vrednost in reSimo zacetni problem

y/ = f(l‘,y,Z)
2 = g(x,y,2); (6.24)
yla) = A, z(a) =«

na intervalu [a,b]. Vrednost spremenljivke y pri z = b je tako odvisna od
izbire parametra «, torej y(b) = F'(«). Vrednost parametra «, za katerega je
y(b) = B je torej resitev nelinearne enacbe

F(a) — B =0. (6.25)
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Slika 6.8: Dve resitvi zacetnega problema (6.24)

Izberimo za zacetek dve razlicni vrednosti ag in «; in reSimo zacetni
problem (6.24) za obe vrednosti (slika 6.8). Resitev nelinearne enacbe (6.25)
sedaj lahko pois¢emo s sekantno metodo. Zapisimo algoritem:

Algoritem 6.9.1 (Strelska metoda). Naj bo (6.23) dan robni problem, &
najvecje dopustno odstopanje izracunane resitve od predpisane vrednosti B,
ap in «a; dva zacetna priblizka za z(a) in m naravno Stevilo. Naslednji al-
goritem izracuna pravilno zacetno vrednost z(a) = « in resitev robnega pro-
blema, ali pa se po m iteracijah konca brez rezultata (o« = NaN).

Resi zacetni problem (6.24) za o = o z
eno izmed metod za reSevanje zacetnih problemov

ys=1y

Resi zacetni problem (6.24) za o = oy

yn =1y

J=1

while (abs(yn — B) > ¢) % (j < m)
Jj=J+1

a=ap+ (g — ) * (B —ys)/(yn —ys)
Resi zacetni problem (6.24) za «
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ys = yn
yn =y
Gy = O
a1 =
end
if abs(yn — B) > ¢
a= NaN
end
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Slika 6.9: ReSevanje robnega problema (6.26) s strelsko metodo

Primer 6.9.1. ReSimo robni robni problem

(6.26)

s strelsko metodo.
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0 a ()
0 1.000 .8889
1 .4000 3.556
2 .7500 1.125
3 .6240 1.392
4 .3369 7.520
5 .5955 1.485
6 D734 1.572
7 4639 2.352
8 0133 1.900
9 .5024 1.981

10 4998 2.001

11 .5000 2.000

Tabela 6.11: Rezultati resevanja robnega problema (6.26) s strelsko metodo

Racunamo z algoritmom 6.9.1, zacetne probleme racunamo z metodo
Runge-Kutta, za manjkajoc¢i zacetni vrednosti odvoda izberemo oy = 1 in
a1 = 0.4. Rezultati racunanja so povzeti v tabeli 6.11. Kon¢na vrednost
y(1) = 2 je bila pri natan¢nosti 107'? doseZena po 12 korakih iteracije. —m

6.10 Povzetek

Izmed problemov, povezanih z reSevanjem sistemov navadnih diferencial-
nih enach, smo se ukvarjali predvsem z zaCetnimi problemi za diferencialno
enacho prvega reda. Najenostavnejsa metoda za resevanje teh problemov je
Eulerjeva metoda, ki pa zal za resno uporabo ni dovolj natanéna.

Izmed linearnih vecclenskih metod smo spoznali dve druzini Adamsovih
metod: eksplicitne Adams-Bashforthove in implicitne Adams-Moultonove
metode. Pri eksplicitnih formulah je na vsakem koraku potrebno le enkrat
racunati vrednost desne strani diferencialne enacbe in njihova uporaba je raz-
meroma enostavna. Implicitne formule so praviloma natancénejse, vendar je
njihova uporaba zapletenejsa, saj moramo na vsakem koraku resiti nelinearno
enacbo, zato jih uporabljamo navadno skupaj z ustrezno eksplicitno metodo
kot metodo prediktor-korektor. V tem primeru moramo na vsakem koraku
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dvakrat racunati vrednost desne strani diferencialne enac¢be. Glavni pomanj-
kljivosti teh metod sta: zapleteno spreminjanje dolzine koraka in potreba po
posebni proceduri, s katero na zacetku izracunamo dodatne vrednosti (za kar
navadno uporabimo ustrezno metodo Runge-Kutta).

Metode tipa Runge-Kutta so enoclenske in zato enostavnejse za uporabo.
Pri njih lahko enostavno menjamo dolzino koraka. So tudi dovolj natancne,
njihova pomanjkljivost pa je, da moramo na vsakem koraku veckrat racunati
vrednost desne strani diferencialne enacbe, zato je resevanje pocasnejse.

Resevanje zacetnih problemov za sisteme diferencialnih enacb poteka po-
dobno, le formule, ki smo jih spoznali za resevanje zacetnih problemov z eno
samo diferencialno enacbo, moramo uporabiti za vsako komponento posebej.

Diferencialne enacbe visjega reda navadno resujemo tako, da jih zapisemo
kot sistem diferencialnih enach prvega reda.

ResSevanje robnih problemov prevedemo na resevanje zaporedja zacetnih
problemov, kjer dodatne zacetne vrednosti izbiramo tako, da zadovoljimo
preostale robne pogoje.

Spoznali smo tudi, kako lahko sproti, med samim resevanjem ocenjujemo
lokalno napako metode in obenem prilagajamo dolzino koraka metode tako,
da so lokalne napake manjse od dovoljenih.

6.11 Problemi

1. V identiteti (6.6) nadomesti funkcijo f(x,y(z)) z interpolacijskim poli-
nomom skozi tocki z, in x,_; in integriraj. Tako dobis dvostopenjsko
Adams-Bashforthovo metodo

h
Ynt1l = Yn + 5(3fn — fo-1),

katere lokalna napaka je enaka 1—52h3y”’ (&n).

2. V identiteti (6.6) nadomesti funkcijo f(z,y(x)) z interpolacijskim poli-
nomom skozi tocki x,,1 in x, ter integriraj. Tako dobis dvostopenjsko
Adams-Moultonovo (trapezno) metodo

h
Yn+1l = Yn + §<fn+1 + fn)

z lokalno napako T hy" (&)
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3. Resujemo zacetni problem

(a) Poisci tocno resitev zacetnega problema.

(b) Z Eulerjevo metodo izracunaj priblizno resitev na intervalu [1, 2]
z dolzinami koraka h = 0.5, h = 0.1 in A = 0.01. Koliksni sta
lokalna in globalna napaka pri x = 27

(c) Izracunaj priblizno resitev z metodo Runge-Kutta. Koliksni sta
lokalna in globalna napaka pri x = 2 v tem primeru?

(d) Izracunaj priblizno resitev Se z metodo prediktor-korektor ABM4
(dodatne zagetne vrednosti naj bodo izracunane z metodo Runge-
Kutta). Koliksni sta lokalna in globalna napaka pri z = 2 v tem
primeru?

4. Resujemo zacetni problem y' =y + ¢%; y(0) = 0.

(a) Poisci tocno resitev problema.

(b) Izracunaj priblizke za y(x) v tockah x = 0.1 in = 0.2 z metodo
Runge Kutta drugega reda (h = 0.1).

(c) Izracunaj priblizno vrednost resitve tega zacetnega problema na
intervalu [0, 1] z Adams-Bashforth-Moultonovo metodo prediktor-
korektor 3. reda. Koliksni sta globalna in lokalna napaka metode
prix =0.77

5. Algoritem 6.4.1 priredi za reSevanje sistema diferencialnih enacb in z
njim resi zacetni problem (6.19).

6. Dan je zacetni problem
y" + 4y + 13y = 40cosx;  y(0) =3; y'(0) =4
(a) Diferencialno enac¢bo drugega reda zapisi kot sistem dveh diferen-
cialnih enacb prvega reda.

(b) Izra¢unaj to¢no resitev.

(c) Izracunaj resitev z Eulerjevo metodo na intervalu [0, 1] z dolzinami
koraka A = 0.5, 0.05 in 0.005. Koliksna je globalna napaka v
konéni tocki?
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(d) Ponovi rac¢un z metodo Runge-Kutta. Koliksna je sedaj napaka?

(e) Ponovi racun 8e z metodo prediktor-korektor ABM4 (dodatne
zaCetne vrednosti so izracunane z metodo Runge-Kutta). Koliksna
je globalna napaka v tem primeru?

7. Zacetni problem

y'+g:—x; y(l)=1
x

na intervalu (1,2) resujemo z Milne-Simpsonovo metodo prediktor-
korektor

4h
szrl = UYn-3 + ?(an - fn—l + 2fn—2)

h
Yn+1 = Yn—1+ —(f5+1 +4f, + fao1).

3

a) Izracunaj red metode (Navodilo: razvoj po Taylorjevi formuli).

(a)

(b) Zapisi algoritem.

(c) Izracunaj tocno resitev zacetnega problema.

(d) Izracunaj numericno resitev s koraki h = 0.1, A = 0.01 in 0.001.
Za dodatne zacetne vrednosti vzemi kar vrednosti prave resitve.

Kako se obnasa globalna napaka?



