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Poglavje 1
Uvod

1.1 Zakaj numeric¢ne metode

Pri prakti¢nem resevanju problemov iz znanosti in tehnike pogosto srecamo
matematicne izraze, ki jih je tezko ali pa jih sploh ni mogoce tocno izracunati
s klasi¢nimi analiti¢nimi metodami. V takih primerih se moramo navadno
zateci po pomoc¢ k racunalniku in numeri¢cnim metodam.

Pred dobo elektronskih racunalnikov so matematiki reSevali tezje pro-
bleme tako, da so jih poenostavljali, zanemarjali vpliv koli¢in, za katere
so smatrali, da na kon¢ni rezultat nimajo bistvenega vpliva in nato z ana-
liticnimi metodami poiskali resitev, ki pa je bila zaradi poenostavitev le pri-
blizna resitev prvotnega problema.

Danasnji zmogljivi racunalniki nam omogocajo, da s pomocjo numeri¢nih
metod resujemo tudi mnogo zapletenejse probleme, kot bi jih zmogli z ana-
liticnimi metodami, vendar pa se moramo tudi v tem primeru zaradi napak,
ki so nujno povezane z numeri¢nim racunanjem, sprijazniti z le pribliznimi
reSitvami problemov.

Kdaj se splaca uporabiti numericne metode? Predvsem takrat, ko pro-
blema drugace ne znamo resiti, véasih pa tudi takrat, ko je analiticna resitev
prevec zapletena in potrebujemo resitev le za toéno dolo¢ene vrednosti po-
datkov. Zgodi pa se lahko, da problem lahko resimo analiti¢no, nato pa s
primerno numericno metodo rezultate predelamo v lazje predstavljivo obliko
(tabela, graf, ...) ali za nadaljnjo analizo.

Pri numeri¢nem resevanju problemov lahko loc¢imo ve¢ bolj ali manj razlicnih
faz. Prva faza je obicajno formulacija problema v obliki matemati¢nega mo-
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dela. Ze v tej fazi se moramo zavedati, da bomo problem na koncu resevali
z racunalnikom, zato moramo pripraviti pravilne vhodne podatke, ugotoviti,
kako bomo lahko preverjali pravilnost in smiselnost vmesnih rezultatov in se
odlociti, kaksne, koliko in kako natancéne koncne rezultate bomo potrebovali.

Ko smo formulirali problem, se moramo odlociti, s katerimi numeri¢nimi
metodami ga bomo resevali. Numeri¢ni metodi, pripravljeni za resevanje
problema, bomo rekli algoritem. Algoritem je popoln in nedvoumen zapis
postopkov, ki nas vodijo do resitve problema. Z izbiro in konstrukcijo algo-
ritmov, ustreznih za resevanje doloc¢enih problemov, se ukvarja numericna
analiza. Ko se enkrat odlocimo za primerno metodo, moramo oceniti ve-
likost morebitnih napak, dolo¢iti primerne parametre numericne metode,
kot so stevilo iteracij, velikost koraka, ..., in predvideti sprotno preverja-
nje tocnosti vmesnih rezultatov, kot tudi morebitne intervencije v primeru,
ko so napake prevelike ali iteracije ne konvergirajo.

Naslednja faza v reSsevanju problema je programirangje. Izbrani algori-
tem moramo zapisati kot zaporedje ukazov, ki ga razume racunalnik. Pri
tem imamo na razpolago ve¢ moznosti. Najucinkovitejsi je navadno zapis
programa v kaksnem od programskih jezikov, kot so FORTRAN, C, Pascal,
.... Pri tem si lahko navadno pomagamo z bogatimi zbirkami Ze napisanih
podprogramov, ki nam lahko moc¢no olajsajo delo. Pri reSevanju manjsih
problemov pa je navadno smiselna uporaba interaktivnih racunalniskih siste-
mov za numeri¢no in/ali simboli¢no ra¢unanje, kot so Matlab, Mathematica
in podobni. V nadaljevanju se bomo pri zapisovanju algoritmov pretezno
drzali stila, ki je obicajen v programskem paketu Matlab.

Numeri¢ne metode so se z razvojem racunalnikov tudi same v zadnjih
petdesetih letih mocno razvile, kljub temu pa se tudi danes Se vedno upora-
bljajo metode, ki so poznane ze vec stoletij, le da so nekatere med njimi ne-
koliko prirejene. V zadnjem ¢asu so z razvojem vzporednih (vec¢procesorskih)
racunalnikov pravi preporod dozivele nekatere stare, sicer ze povsem odpi-
sane metode. Ker se hiter razvoj racunalnistva se vedno nadaljuje, se bodo
verjetno Se nekaj Casa intenzivno razvijale tudi numeri¢ne metode.

1.2 Napake in numeri¢no racunanje
Pri numeriénem racunanju se ne moremo izogniti napakam. Ce hocemo, da

bo napaka pri koncnem rezultatu manjsa od maksimalne dopustne napake,
moramo poznati izvor napak pri numeri¢nem reSevanju problemov in njihov



1.2. NAPAKE IN NUMERICNO RACUNANJE 3
vpliv na kon¢ni rezultat. Zato si najprej oglejmo mozne izvore napak.

Napake v matematicnem modelu Kadar hocemo z matematicnim mo-
delom opisati nek naravni pojav, se nas model le redko povsem sklada s
fizikalno realnostjo. Pri rac¢unanju npr. polozaja nebesnih teles v nasem
oson¢ju bi morali za natancen model upostevati Sonce, vse planete, njihove
satelite, planetoide, komete in vsa druga telesa, ki se stalno ali ob¢asno poja-
vljajo v nasem osoncju. Ker je teh teles ogromno in ker vseh niti ne poznamo,
racunamo le s tistimi telesi, za katera se nam zdi, da bistveno vplivajo na gi-
banje ostalih teles. Zato nas model ni povsem natanc¢na slika pravega osoncja
in v racunanju se zato pojavijo napake, za katere lahko le upamo, da konénega
rezultata ne bodo preve¢ pokvarile.

7 napakami, ki nastanejo zaradi nepopolnega matemati¢nega modela, se
numericna analiza navadno ne ukvarja, kljub temu pa vplivajo na pravilnost
koncnega rezultata.

Cloveski faktor To je izvor napak, ki je skoraj vsakemu dobro znan. V
predracunalniski dobi so bile to v glavnem izolirane napake pri posamez-
nih aritmeti¢nih operacijah in pri racunanju so bile potrebne zapletene nav-
zkrizne kontrole za njihovo odkrivanje. Danes spadajo v to kategorijo pred-
vsem napake pri programiranju. Da bi njihov vpliv ¢im bolj odpravili, mo-
ramo podrobno testirati vsak nov racunalniski program. Najprej ga preiz-
kusimo s podatki, za katere poznamo pravilen rezultat. Zapletene programe
preizkusamo najlazje po posameznih, bolj ali manj samostojnih delih.

Napake v racunalniku so neprijetne in zelo zahrbtne, saj obi¢ajno pred-
postavljamo, da procesor deluje pravilno. Kljub temu se lahko zgodi, da
racunalniski procesor vrne rezultat, ki je napacen. Znan je tako imenovani
Pentium bug, napaka, ki jo je imela ena od zacetnih serij Intelovih Pentium
procesorjev (http://www.maa.org/mathland/mathland_5_12.html).

Nenatanéni podatki Cesto so vhodni podatki problemov rezultat meri-
tev ali predhodnih izracunov in zato ne morejo biti natanéni. Z metodami
numericne analize teh napak ne moremo odpraviti, lahko pa ugotovimo, kako
vplivajo na konéni rezultat. 7 izbiro ustreznih numeri¢nih algoritmov lahko
tudi do neke mere vplivamo na velikost napake, ki jo povzro¢a nenatancnost
vhodnih podatkov.
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Racunanje z omejeno natanénostjo Stevila v racunalniku so vedno
shranjena z omejeno natancnostjo. Kako so Stevila spravljena v racunal-
niku, si bomo podrobneje ogledali v naslednjem razdelku. Zaradi te omejene
natancnosti so nenatanéne tudi vse aritmeti¢ne operacije v racunalniku (za-
okrozitvene napake). Pri resevanju nekaterih problemov, kot je resevanje
sistemov linearnih enach, so napake zaradi nenatancne aritmetike glavni iz-
vor napak v konénem rezultatu. Znanih je ve¢ hudih nesrec, ki so nastale kot
posledice napak zaradi ra¢unanja z omejeno natancnostjo, (glej
http://www.ima.umn.edu/"arnold/disasters/patriot.html,
http://www.ima.umn.edu/ arnold/disasters/ariane.html).

Napake numericnih metod To so napake, ki nastanejo, ko skusamo ne-
skonc¢ne procese, ki nastopajo v matematiki, izracunati s konénim stevilom
racunskih operacij, npr. limito zaporedja nadomestimo z dovolj poznim
¢lenom, namesto odvoda vzamemo diferenéni kvocient, namesto integrala
izracunamo koncno integralsko vsoto. Te, tako imenovane napake metode,
bomo poskusali oceniti pri vsaki posamezni numeri¢ni metodi, ki jo bomo
obravnavali.

Absolutna in relativna napaka Napako pri doloc¢itvi vrednosti poljubne
kolicine lahko opisemo na dva nacina: kot absolutno napako ali kot relativno
napako. Absolutna napaka je definirana kot

Absolutna napaka = priblizna vrednost — to¢na vrednost,

relativna napaka pa kot

Absolutna napaka

Relativna napaka = -
tocna vrednost

Relativno napako lahko podamo direktno ali v odstotkih.

Primer 1.2.1. Kot ilustracijo si poglejmo znani priblizek
22
=

V tem primeru je tocna vredost = m = 3.14159265. .. in priblizna vre-
dnost = 22/7 = 3.1428571 ... Zato je

VI

Absolutna napaka = % —m  =0.00126...

Relativna napaka = (2 —7)/m = 0.000402. .. ~ 0.04%.
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V tesni zvezi s pojmom relativne napake je stevilo toénih mest v zapisu
vrednosti neke koli¢ine. Kadar je

|Relativna napaka| < 0.5-107™,

je v desetiskem zapisu vrednosti ustrezne koli¢ine pravilnih vsaj m mest.
Npr. stevilo 22/7 kot priblizek za stevilo 7 ima to¢na 3 mesta.

1.3 Racunalniska aritmetika

Realna stevila so obi¢ajno spravljena v racunalniku v obliki dvojiskega Stevila
s premicno piko, to je v obliki

r=0-7-2° (1.1)

kjer je predznak o enak 1 ali —1, T je dvojiski ulomek (mantisa), za katerega
velja % < Z < 1, e paje celo stevilo (dvojiski eksponent). Obicajno racunalni-
ki zapisejo realno stevilo v eno racunalnikovo besedo (slika 1.1).

0| eksponent ulomek

01 9 32

Slika 1.1: Zapis realnega Stevila v racunalnikovo besedo

Zapisi binarnih stevil s premic¢no piko se razlikujejo od rac¢unalnika do
racunalnika, kar povzroca nemalo tezav pri prenaSanju programov z enega
tipa racunalnika na drugega. Na sreco se je v zadnjih desetih letih uveljavil
standard IEEE, ki ga uporablja vec¢ina danes najbolj razsirjenih mikroracu-
nalnikov in delovnih postaj. Po standardu IEEE ima binarni ulomek z 24
binarnih mest, kar je dovolj za 7 mestno decimalno natan¢nost. Eksponent
mora biti v mejah —126 < e < 127. Za vecja Stevila ta standard uporablja
simbol oo, kar pomeni vrednost, ki je ve¢ja od najveCjega stevila, ki ga v
racunalnikovi besedi §e lahko zapisemo. Tako je 1/0 = oo in —1/0 = —o0.
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Posebna oznaka je predvidena tudi za nedoloceno stevilo NaN, ki ga lahko
dobimo npr, kot rezultat operacije 0/0 = Na/N. Pri ra¢unanju s simboloma
oo in NaN so dolotena natancéna pravila, tako je, naprimer, 1/00 = 0, 1 -
00 = 00, 00 + 00 = 00, vendar co — oo = NalN. V programu se seveda
lahko vprasamo, ali ima dolocena spremenljivka vrednost co ali NaN in
temu primerno ukrepamo.

Poleg obicajnih stevil s premi¢no piko ima vecCina ra¢unalnikov za natanc-
nejse racunanje na razpolago tudi stevila z dvojno natancénostjo. Pri racunal-
nikih, ki se drzijo IEEE standarda, to pomeni, da ima ulomek z 53 binarnih
mest, kar ustreza natancnosti skoraj 16 decimalnih mest, eksponent pa mora
biti —1022 < e < 1023.

Zaokrozitvena napaka V racunalniski pomnilnik lahko zapiSemo realna
Stevila navadno v binarni obliki s premicno piko. Ker ima binarni ulomek v
(1.1) le konéno mnogo mest, lahko na ta nacin zapisemo le kon¢no mnogo
razlicnih realnih stevil (pravimo jim predstavljiva $tevila), v splosnem pa mo-
ramo realno stevilo x nadomestiti s primernim predstavljivim stevilom fI(x).
V navadi sta dva nacina: zaokroZanje in rezanje. Pri zaokrozanju vzamemo
za fl(z) najblizje predstavljivo Stevilo, pri rezanju pa enostavno izpustimo
odvecna binarna mesta. V obeh primerih povzroc¢imo zaokroZitveno napako,
ki je odvisna od velikosti stevila z, zato jo zapisemo kot relativno napako

fl(x) —x

§=1" 2

X

)

tako da velja
fl(z) = z(1+9).

Relativna zaokrozitvena napaka ¢ je vedno omejena, njena natancna zgornja
meja je odvisna od racunalnika. Navadno jo oznacujemo z ¢ in jo imenujemo
osnovna zaokroZitvena napaka ali strojni epsilon (glej [6]).

Zaokrozitvene napake se ne pojavljajo le pri vnosu realnih stevil v racunal-
nik, ampak tudi kot rezultat aritmeti¢nih operacij v racunalniku samem. Naj
nam simbol * ozna¢uje poljubno aritmeti¢no operacijo (sestevanje, odstevanje
mnozenje ali deljenje). Namesto pravega rezultata x % y bomo dobili njegov
priblizek fl(x*y). Obic¢ajno lahko privzamemo, da tudi v tem primeru velja

fl(zxy) = (xxy)(1+0),

kjer je |0 < e. Osnove analize zaokrozitvenih napak so opisane v knjigi [6].
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Primer 1.3.1. Izracunajmo vrednost izraza
c=a—(a—"0),

kjer je a = 10° in b € (0,1). Na racunalniku, ki racuna s standardno IEEE
aritmetiko v enojni natancénosti (priblizno 7 decimalnih mest), bomo dobili
napacen rezultat ¢ = 0. Ce pa raéun nekoliko preuredimo: ¢ = (a — a) + b,
dobimo pravilen rezultat ¢ = b. [ ]

Nekoliko drugac¢no sliko dobimo, ¢e upostevamo, da sta tudi oba operanda
okuzena z napakami. Tukaj bomo zaradi enostavnosti zanemarili napako, ki
jo povzroci sama aritmeticna operacija. Poglejmo si vsako operacijo posebej.

Mmnozenje Vrednosti z(1 + 6,) in y(1 + J,) naj predstavljata koli¢ini
x in y, okuzeni z relativhima napakama 9, in ¢,. Izracunali bomo relativno
napako produkta. Napaki ¢, in ¢, naj bosta dovolj majhni, da bomo lahko
njune produkte &7, d, - d, in §; zanemarili v primerjavi z deltami samimi.
Tako je

o(140,) - y(1+8y) =x-yla+ 0, + 6y + 0,0,) = x - y(1 + 0, + ),

od koder lahko preberemo, da je relativna napaka d,, produkta priblizno
enaka
uy & 6, + 0,

kar pomeni, da se pri mnozenju relativni napaki obeh faktorjev (priblizno)
seStejeta v relativno napako produkta. S staliSta razsirjanja napak je to
sprejemljivo, zato mnozenje smatramo za neproblematicno operacijo.

Deljenje podobno kot pri mnozenju lahko izra¢unamo (ce je le y # 0)

- = 1+6,—96,).
y(1+4d,) y ( )

<8

Za relativno napako kvocienta torej velja

Suyy A Oy — 0,

z/y

torej lahko tudi deljenje smatramo za neproblemati¢no operacijo.
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r= |+| e 10100111111¢gyg
y= |—-| e 10100111101gg
THy=|+| e 00000000010gg
= |4+|e—9| 10gg?22722272727

Slika 1.2: Sestevanje dveh stevil nasprotnega predznaka, ki imata podobni
absolutni vrednosti

Sestevanje in odstevanje Ker imata lahko Stevili z in y poljuben
predznak je dovolj, ¢e si ogledamo samo sestevanje. Izracunamo

x )
:L’(1+5m)+y(1+5y):x+y+x5x+y5y:(:c+y)(1+x+y51+x+y5y),

od koder dobimo (¢e predpostavimo, da je z +y # 0)
x

Yy
Opty = Oy 0,
T 4y +:c+yy

Podobno kot pri mnozenju in deljenju je relativna napaka linearna kombi-
nacija relativnih napak obeh sumandov, vendar koeficienta nista ve¢ +1,
ampak sta lahko poljubno velika. Ce imata z in y isti predznak, potem sta
oba koeficienta pozitivna in omejena. V tem primeru velja

|00 y| < 102] + 13, ],

kar ze pomeni, da je sestevanje v tem primeru tudi neproblemati¢na opera-
cija. Drugace pa je v primeru, ko sta x in y nasprotno predznacena, to je
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takrat, kadar je |x 4+ y| majhen v primerjavi z z in y, Se prav posebej izra-
zito, ko sta x in y nasprotno predznaceni Stevili priblizno enake absolutne
vrednosti. Tedaj je relativna napaka vsote lahko zelo velika, zato se moramo
takikega sestevanja, Ce je le mogoce izogibati. Iz slike 1.2 je razvidno, kako
ta napaka nastane. Simboli g predstavljajo binarne stevke, okuzene z na-
pako. Opazimo lahko, da kon¢no normaliziranje rezultata premaknbe prvo
nezanesljivo Stevko z 12. mesta na tretje.

1.4 Racunanje vrednosti polinoma

Na preprostem primeru racunanja vrednosti polinoma si poglejmo, kako
lahko s primerno organizacijo rac¢unskega algoritma povecamo ucinkovitost
racunanja. Obenem se bomo srecali tudi z zapisom algortima v obliki, ki
je podobna Matlabovemu programu, to je v obliki, ki jo bomo pogosto
srecevali tudi v naslednjih poglavjih, imeli pa bomo tudi priloznost primerjati
ucinkovitost razlicnih algoritmov za izracun vrednosti polinoma.

Polinom je obicajno podan v naravni obliki

() = A" + ap 12" 4 -+ a1 + ap. (1.2)

Ce poznamo koeficiente ag, ay, . . . , a, polinoma p,, in vrednost neodvisne spre-
menljike x, nam ni tezko izrac¢unati vredosti polinoma pri spremenljivki x:

Algoritem 1.4.1 (Izracun vrednosti polinoma).

Koeficienti polinoma p,, naj bodo b(i + 1) = a;,7 = 0,1,...,n in = vrednost
neodvisne spremenljivke. Naslednji algoritem izracuna vrednost polinoma
(1.2) v tocki x:

1 p=>b(1); t=1

2 fori=1:n

3 t=txzx

4 p=p+txbi+1)
5 end

Oglejmo si ta algoritem podrobneje in komentirajmo posamezne ukaze:

1. vrstica: Spremenljivkama p in t damo zacetne vrednosti: spremenljivka
z imenom p (ko bo algoritem kon¢an, bo v spremenljivki p iskana vre-
dnost polinoma) dobi vrednost koeficienta b(1) = aq (indeks vektorja ali
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matrike mora biti naravno Stevilo, zato moramo koeficiente oStevil¢iti
z indeksi od 1 do n + 1) in spremenljivka ¢, ki jo bomo potrebovali za
racunanje zaporednih potenc) dobi vrednost 1.

2. vrstica: Zacetek zanke: ker je izraz 1 : n vektor, katerega komponente
so zaporedna naravna Stevila med 1 in n, se naslednje vrstice do pripa-
dajocega ukaza end izvedejo zaporedoma za vrednosti spremenljivke ¢
od 1 do n.

3. vrstica: Vrednost spremenljivke ¢ se pomnozi z x. Ker je zacetna vre-
dnost spremenljivke ¢ enaka 1, je po i-tem prehodu skozi zanko enaka

x’l

4. vrstica: Vrednost spremenljivke p se poveca za t*b(i + 1), to je za x'a;,
kar pomeni, da smo spremenljivki p pristeli vrednost i-tega clena.

5. vrstica: Pristeli smo vse ¢lene polinoma, v spremenljivki p je seSteta
vrednost vseh c¢lenov polinoma p.

Prestejmo stevilo operacij, potrebnih za izracun vrednosti polinoma z
algoritmom 1.4.1. Jedro algoritma (vrstici 3 in 4) se izvede n-krat, v 3.
vrstici imamo eno mnozenje, v 4. pa eno seStevanje in eno mnozenje, kar
nam da skupaj

n

m:zn:(1+1):2n in 5221:71,

i=1 i=1

torej m = 2n mnozenj in s = n seStevanj.

Polinom (1.2) pa lahko zapisemo tudi v vgnezdeni obliki. Ce iz vseh
¢lenov, razen zadnjega, izpostavimo x, dobimo p,(z) = p,_1(x)x + ag, kjer
je pn—1(x) polinom stopnje n — 1 s koeficienti a,,...,a;. Tudi v polinomu
Pn—1(x) izpostavimo z iz vseh ¢lenov razen zadnjega, in tako nadaljujemo,
dokler ne dobimo polinoma v vgnezdeni obliki

po() = ((- (@ + ap1)T + - + a2) + a1)x + ag. (1.3)

Izra¢un vrednosti polinoma, zapisanega v obliki (1.3), je poznan kot Horner-
jeva metoda.
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Algoritem 1.4.2 (Hornerjeva metoda). ! Koeficienti polinoma p,, so b(i +

1) = a;,i = 0,1,...,n in = vrednost neodvisne spremenljivke. Naslednji
algoritem izracuna vrednost polinoma (1.3) v tocki x:

1 p=">bn+1)

2 fori=n:-1:1

3 p=p*x+b(7)
4 end

Tudi ta algoritem si oglejmo podrobneje in ga komentirajmo:

1. vrstica: Spremenljivki p, damo zacetno vrednost b(n + 1) = a,,.

2. vrstica: Zacetek zanke: izraz n : —1 : 1 je vektor, katerega kompo-
nente so zaporedna naravna stevila od n po —1 do 1, zato se naslednje
vrstice do pripadajocega ukaza end izvedejo zaporedoma za vrednosti
spremenljivke ¢ od n do 1.

3. vrstica: Vrednost spremenljivke p pomnozimo z x, produktu pristejemo
b(’l) = Aj—1-

4. vrstica: Algoritem je koncan, vrednost polinoma je spravljena v spre-
menljivki p.

Tudi tokrat prestejmo Stevilo operacij, ki so potrebne za izra¢un vrednosti
polinoma z algoritmom 1.4.2. Jedro algoritma (vrstica 3) se izvede n-krat,
pri tem pa potrebujemo eno seStevanje in eno mnozenje, tako da je

n

n
mzlen in 5221:71,
i=1 i=1
torej imamo m = n mnozenj in s = n sestevanj, kar je n mnozenj manj, kot je
bilo potrebno pri algoritmu 1.4.1. To pomeni, da je Hornerjeva metoda bolj
ekonomicna od direktnega izracuna vrednosti polinoma z algoritmom 1.4.1.

'William George Horner (1786 Bristol — 1837 Bath) Angleski uéitelj in Solski ravnatelj.
Njegov edini pomembni prispevek matematiki je Hornerjeva metoda za reSevanje alge-
brai¢nih enacb, ki jo je objavil leta 1819. Podobno metodo je nekaj let pred njim odkril ze
italijanski matematik Paolo Ruffini, ¢eprav jo je kitajski matematik Zhu Shijie uporabljal
ze kakih 500 let prej.
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Poleg naravne (1.2) in vgnezdene (1.3) oblike pa polinom lahko zapisemo
Se v razliénih drugih oblikah. V poglavju 4 bomo srecali polinome, zapisane
v Newtonowvi obliki

po(z) = agta(z—c)t+a(x—c)(x—co)+---+ (1.4)
an(x —c1)(x — )+ (T — ¢p),
ki je tudi primerna za zapis, podoben vgnezdeni obliki, kar pomeni, da lahko

vrednost polinoma izra¢unamo z algoritmom, ki je podoben Hornerjevi me-
todi.

1.5 Problemi

1. Koliksni sta absolutna in relativna napaka, ¢e namesto Stevila e =
2.718281828459 ... (osnove naravnih logaritmov) vzamemo priblizek
19/7?7 Koliksna je natancnost priblizka?

2. Priblizno vrednost integrala

12
[:/emd:v
0

lahko izracunamo tako, da integrand nadomestimo z ustreznim Taylor-
jevim polinomom:

4 .I‘G I‘S

Rl
” 2 6 24

1 4 6 8
x x x
s 1 ) da
/O<+x+2+6+24) x
Koliksna je v tem primeru napaka metode? (Navodilo: Uporabi for-
mulo za ostanek Taylorjevega polinoma.)

potem je

3. Izracunaj vrednost funkcije

f@) =2 (Vat1-va)
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za vrednosti spremenljivke = 10%; i = 1,...,20. Rezultate primerja;]
z vrednostmi, ki jih dobis kot

s« (B0 (G s) - e

Vo l+yz
Kateri od obeh rezultatov ima manjso napako?

4. Primerjaj vrednosti leve in desne strani naslednjih enacb pri majhnih
vrednostih z. V vsakem od primeru ugotovi, katera vrednost je pravil-
nejsa:

(&) x? x%(1 + cosx)

(b) sin(a+ x) —sina = 2 cos “3% sin %

(¢) 1 —cos’x =sin’z

(d) log(l1+1/x) +logz = log(1 + )
)

(e) VIt —1=rty

5. Preveri veljavnost identitete

n

P T
i(i+1) n+1

i=1

za n = 10,100,1000. Vsoto vrste racunaj: a) od prvega Clena proti
zadnjemu; b) od zadnjega Clena proti prvemu.

6. Vrednosti integralov
1
I, :/ x"e "dx (1.5)
0

lahko racunamo iz rekurzivne formule, ki jo dobimo, ¢e (1.5) integri-
ramo po delih:

1 1
o= -1
/ e P dr = [—x”e’m]m_é + n/ 2" e de = — 4+ nl, ;.
0 B 0 €

Ker je Iy = 1 — 1/e (preveri!), vrednosti I,, sestavljajo zaporedje, ki je
podano rekurzivno s prepisom
1 1

[n:n[n,l——; [0:1——. (16)
(& (&
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(a) Izracunaj vrednosti Iy, ..., I5 s pomocjo rekurzivne formule (1.6)
(b) Zaporedje I, je padajoce (premisli zakaj). Ali je tudi zaporedje,
ki si ga izracunal, padajoce?

(¢) Ce rekurzivno formulo (1.6) obrnemo

B [n+1+1/€
" n+1

I

lahko vrednosti I, racunamo ‘nazaj’, ¢e le poznamo vrednost neke-
ga I, pri dovolj velikem n. Izracunaj vrednosti Io,..., Iy, Ce
vzames priblizek I3y ~ 0.

(d) Kako se spremenijo vrednosti Is, .. ., Iy, ¢e izberemo zacetno vre-
dnost Iy ~ 10%?

7. Zapisi algoritem, ki izracuna vrednost polinoma, zapisanega v Newto-

novi obliki (1.4).

. Algoritem 1.4.2 dopolni tako, da bo poleg vrednosti polinoma izracunal

tudi vrednost njegovega odvoda. Delovanje algoritma preskusi na po-
linomu p(z) = 3z — 423 + 2% — 22 + 5 pri vrednostih z = 1, x = 10 in
x =0.1.
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