4. izpit iz teorije iz Osnov matemati¢ne analize

30. 8. 2022
Ime in priimek: Vpisna Stevilka:

Prvi sklop

Pri naslednjih nalogah obkrozi le en odgovor. Pravilen odgovor pri vsaki nalogi prinese 3 tocke, napacen
pa —1 tocko. Neodgovorjena naloga (ali pre¢rtan odgovor) prinese 0 tock.

1. Nedoloceni integral funkcije f(x) = 5z je

(a) arctanz + C,

(b) arcsinz + C,

(¢) m(1+42%) +C,

(d) $In(1+z)+ $In(1—=z)+C.
Resitev: Odgovor (a).

2. Katera od spodaj nastetih funkcij f(x,y) ima parcialna odvoda f, = 2% 4+ y? in f, = 2zy?

(a) flz,y) =% +%
(b) flay) =5~ %
() flz,y) =5 +ay?
() flz,y) =% +a%

Resitev: Vsako od nastetih funkcij parcialno odvajamo. Pravi odgovor je (c).

3. (1.01 +14)® je priblizno enako

(a) 4.2 + 41,
(b) —4.2 — 44,
(¢) 0.4+ 0.3¢,
(d) —0.4—10.3:
Resitev: Stevilo 1.01 4 i ima absolutno vrednost priblizno v/1+ 1 = v/2 in argument pribliino T
Ko stevilo potenciramo, dobimo absolutno vrednost priblizno \f in argument prlbhzno . Stevilo
(1.01 + 4)® torej lezi v 3. kvadrantu. Ker je absolutna vrednost vecja kot 1, je pravi odgovor lahko
samo (b).
4. Ce je Z a,, konvergentna vrsta z vsoto 5 in Z b, konvergentna vrsta z vsoto 6, potem je zaporedje (a, + by,)
n=1 n=1

(a) konvergentno z limito 0,

(b) konvergentno z limito 11,
)
)

(c

(d) lahko konvergentno ali divergentno (imamo premalo podatkov).

divergentno,

Resitev: Ce je vrsta konvergentna, gredo &leni vrste proti 0. Ker to velja tako za (an) kot za (by,),
gresta obe zaporedji proti 0. Torej gre tudi vsota zaporedij (a,, + b,,) proti 0. Odgovor (a).



5. Na spodnji sliki je graf funkcije f:

Kateri od spodnjih grafov prikazuje nedoloceni integral funkcije f7

3

(C) -2 -1 1 2 3

(d) NedoloCeni integral ne obstaja, saj funkcija f ni odvedljiva v tocki 0.

Resitev: Zveza med funkcijo f in njenim nedoloCenim integralom F' je F'(x) = f(x). Torej mora biti
F povsod odvedljiva funkcija, zato odpadeta odgovora (b) in (c). Odgovor (d) prav tako ni smiseln,
saj imajo nedoloceni integral lahko tudi funkecije, ki niso odvedljive. Pravi odgovor je zato (a).



Drugi sklop

V spodnjih nalogah obkroZi pravilni odgovor (pravilen je le en odgovor). Odgovor kratko utemelji (v enem
stavku). Napacen odgovor ne prinasa negativnih toc¢k, vsak pravilen odgovor pa je skupaj z utemeljitvijo
vreden 2 tocki.

1. Naj bo (a,) narasc¢ajoce in (b,) padajoce zaporedje. Denimo, da je a, < b, za vse n. Potem je
zaporedje (ay,)
(a) konvergentno,
(b) divergentno,
(c) lahko konvergentno ali divergentno (nimamo dovolj podatkov).
Resitev: Odgovor je (a). Ce je zaporedje b,, padajoce, so vsi ¢leni manjsi ali enaki prvemu ¢lenu b;.

Torej za vse ¢lene a,, velja a,, < b;. Zaporedje a,, je tako naraiajoce in navzgor omejeno s stevilom
b1. Po izreku je zato konvergentno.

2. Za vsako zvezno funkcijo f : R — R velja
. 2 _ 2
(a) lim f(2)” = F(0)?
. / el
(b) lim, /() = f'(0).

(¢) lim f(z)=0.

Tr—r00
Resitev: Odgovor je (a). Ker je funkcija f zvezna, je lir% f(x) = f(0). Po pravilu za limite je torej
z—
lir% f(2)?* = lin% f(z) - lir% f(z) = f(0)- £(0) = f£(0)%. (Odgovor (b) ni smiseln, saj funkcija f ni
nujno odvedljiva, odgovor (c) pa prav tako, saj f ne gre nujno proti 0, ko gre = proti neskoné¢no.)

3. Naj bo F : R — R primitivna funkcija odvedljive funkcije f : R — R. Ce je F narasajo¢a funkcija
na vsej realni osi, potem je funkcija f

(a) konveksna na vsej realni osi,
(b) vecja ali enaka 0 na vsej realni osi,
(¢) ni¢ od nagtetega (nimamo dovolj podatkov).

Resitev: Odgovor je (b). Zveza med f in F je F'(z) = f(z). Ce je F povsod narastajoca, je F'(x) > 0
za vse x, torej je f(x) > 0 za vse x.



Tretji sklop

Kratko odgovori na vsako od spodnjih nalog. Vsak odgovor je vreden 2 tocki.

1. Napisi Taylorjevo vrsto za funkcijo f(z) = 1 + sinx okrog tocke 0.

3 1.5

Resitev: 1+sinm:1+x—§+5:;:~-.

2. Poisci funkcijo, katere nedoloceni integral je (tanx)? + C.

Resitev: Izraz moramo odvajati. Dobimo f(z) = 2tanz - ——.

3. Naj bo f(z,y) dvakrat zvezno odvedljiva funkcija. Napisi pogoje, iz katerih sledi, da ima funkcija f
lokalni maksimum v tocki (a, b).

Resitev: Tocka (a,b) mora biti stacionarna, tj. fi(a,b) = fy(a,b) = 0, Hessejeva determinanta
fez(a,b) fyy(a,b) — foy(a,b)? mora biti pozitivna in parcialni odvod f.,(a,b) mora biti negativen.
To so zadostni pogoji, da ima funkcija lokalni maksimum v tocki (a,b).

4. Naj bo f : (a,b] — R funkcija, ki ima pol v levem krajis¢u = a. Kako je definiran izlimitirani (tj.

b
posploSeni) integral / f(x)dx?
a

b b
Resitev: Definicija je / f(z)dx =lim [ f(z)dx.
a

ala [,

5. Poisci primer funkcije f : R — R brez realnih nicel, za katero velja lim f(z) = —ooin lim f(z) = oo.
T——00 T—00

(Zadosca tudi skica grafa.)

Resitev: Taksna funkcija ne more biti zvezna, saj bi v tem primeru zvezno presla abscisno os in bi zato
imela ni¢lo. Kljub temu mora biti skladno z navodili funkcija definirana na vsej realni osi. Taksna

funkcija je npr.
Jx o 2#0
@)= { 1 5 z=0



