Ime in priimek
Osnove matemati¢ne analize: 2. racunski izpit
2. februar 2022

Cas pisanja je 80 minut. Dovoljena je uporaba 1 lista A4 formata s
formulami in navadnega kalkulatorja. Uporaba graficnega kalkulatorja
ali drugih pripomockov ni dovoljena. Vse odgovore dobro utemelji!

Vpisna stevilka
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1. naloga (25 tock)
3

Naj bo
fla) =
Definirajmo rekurzivno zaporedje a,, s pravilom
Ap+1 = f(an>
ag = 0
a) (4 tocke) Izracunaj as.
Resitev :
o =——=3
PT4-0 4
3 12
ag = = —
2T 4313

b) (6 tock) Za katere vrednosti = velja f(z) > x7
Resitev : ReSujemo neenacho

3

4—x

>z
Za x = 4 izraz ni definiran. Za 4 —x > 0 (torej z < 4) dobimo ekvivalentno neenacbo

3>a(4—x)
ali
(x—1)(x—=3)>0
Ta kvadratna funkcija ima nenegativne vrednosti za x < 1 ali x > 3. Ker racun velja

samo za x > 4, za resitev dobimo z € (—o0, 1] U [3,4).
Za 4 —x <0 (torej x > 4) dobimo neenacho

(x—1)(z—3) <0
Ta je izpolnjena za 1 < x < 3. Ker je ta pogoj v nasprotju s pogojem = > 4, tu ne dobimo
resitve.
Obenem opazimo, da je enakost v neenacbhi izpolnjena za x = 1 in x = 3, kar sta fiksni

tocki iteracije.



c) (10 tock) Dokazi, da je zaporedje a,, naras¢ajoce in omejeno navzgor.
Resitev : Po namigih iz a) in b) naloge lahko domnevamo, da je zaporedje navzgor
omejeno z 1. To lahko dokazemo z indukcijo.
Indukcijsko bazo imamo po definiciji ag = 0 < 1. Poskusimo dokazati, da pri indukeijski
predpostavki a, < 1 velja tudi
An+1 S 1

Ta neenacha je ekvivalentna

3
<1
4—a, —

Ker po indukcijski predpostavki velja a, < 1, velja tudi a, < 4 0z. 4 —a, > 0. Po
mnozenju neenacbe z 4 — a,, dobimo

3<4—a,
kar je ekvivalentno indukcijski predpostavki

a, < 1.

Dokazemo Se, da je zaporedje a, narascajoce. Ker ze vemo, da velja a, < 1, lahko po
tocki b) sklepamo, da velja

An+1 = f(an) Z (7%
d) (5 tock) Kaj je limita zaporedja a,?

Resitev : Ker je zaporedje narasc¢ajoce in omejeno navzgor z 1, vemo, da ima limito.
Edini fiksni tocki iteraciji sta 1 in 3, torej je limita lahko edino lim,,_,., a, = 1.



2. naloga (25 tock)

Naj bo
f(z) = log(z* + 2z + 2)

a) (5 tock) Doloci definicijsko obmocje funkcije f. Ali je f injektivna?
Resitev : Funkcija f je definirana za vrednosti z € R, za katere velja

2422 +2>0
Ta kvadratna funkcija ima diskriminanto
D=2"-4.-2=-4<0

kar pomeni, da nima realnih nic¢el. Ker je vodilni ¢len pozitiven, je kvadratna funkcija
povsod pozitivna, torej je tudi f definirana povsod.

Kvadratne funkcije niso injektivne, torej je jasno, da tudi f ne more biti injektivna
funkcija. Recimo,

f(=2) = f(0) = log(2)
b) (10 tock) Doloci nicle funkcije f, stacionarne tocke ter intervale narascanja in pada-
nja. Kje ima f minimum?
Resitev : Enacba
f(z) =log(a* +2x +2)=0

velja natanko takrat, ko velja

2’ +204+2=1

ali

(z+1)*=0
Dobimo torej eno (dvojno) niclo x5 = —1.

Odvod funkcije f je
") = ———(2 2
Ker vemo, da velja 22 + 2z + 2 > 0 za vse x, je enacba
fl@)=0

ekvivalentna enacbi

20 +2=0

ali = —1. Neenacbi f'(z) > 0 in f'(z) < 0 pa sta (zaradi dejstva 2% + 2z + 2 > 0)
ekvivalentni neenacbama
r>-—1 oz. z<-1

Funkcija torej pada za x < —1, narasca za x > —1, stacionarna tocka r = —1 pa je
minimum funkcije.



c) (5 tock) Izracunaj limiti

M@ @

S log(n) | e log(—a)

Resitev : Po L'Hopitalovem pravilu racunamo

. log(2? + 2x + 2) o et o — 22% + 2x _
Podoben izracun da tudi
L)
im

T—r—00 log(—x) -

d) (5 tock) Na podlagi ugotovitev iz prejsnjih tock skiciraj funkcijo f.
Resitev : f ima niclo in hkrati minimum pri x = —1, v smereh x — oo 0z. * — —00 pa
po c) tocki narasca priblizno ’enako hitro’ kot 2log(z) oz. 2log(—x).



3. naloga (25 tock)

V elipso z enacbo
2

T 2
Z -1
5 TV

vertamo pravokotnik, ki ima stranice vzporedne koordinatnim osem (tako da oglis¢a pra-
vokotnika lezijo na elipsi).
Poiskati zelimo vértan pravokotnik z najvecjim moznim obsegom.

a) (5 tock) Za dano oglisée pravokotnika 7T'(z,y) v prvem kvadrantu (z > 0 in y > 0)
zapisi obseg pravokotnika kot funkcijo (x,y).

Resitev : Ce ima eno oglisée pravokotnika koordinati (x,y) so koordinate ostalih oglise
(—z,y), (z,—y) in (—x, —y). Pravokotnik ima torej stranici dolzine 2z in 2y, obseg pa je
enak

F(,y) = 4o + 4y

b) (5 tock) Zapisi ustrezno Lagrangeovo funkcijo za ta problem.
Resitev : Lagrangeova funkcija je

2
L(z,y,\) :4x+4y—)\(%+y2—1)

c) (15 tock) Kaksen je najvecji mozni obseg tako vértanega pravokotnika?
Resitev : Za ekstrem dobimo enacbe

L, = 4-)-Z2—9¢
L, = 4—\-2y=0
Iy = Z 4y 1=0

Iz prvih dveh enacb lahko izrazimo

in to vstavimo v zadnjo enac¢bo, da dobimo

12 4

v et

Sledi A = +4. Po predpostavki, da lezi (x,y) v prvem kvadrantu, nas zanima samo
pozitvna resitev

Najvecji mozen obseg je torej



4. naloga (25 tock)

Naj bo
fla) = (= 1%

a) (13 tock) Izracunaj dolzino loka krivulje y = f(x) na intervalu z € [1,2].
Resitev : Izracunati moramo integral

/1 VIt (F(2)2da

Izracunamo odvod 3
Fw) = S — 1)
Po poenostavitvi dobimo
L (/@) = (92— 5)
Integral

2
1
/ 5\/9x — bdx
1

lahko izracunamo zamenjavo spremenljivke

t = 9 -5
dt = 9dx

Dobimo

2 1 1 13 1
/ 297 — Bdx = —/ frdt = = — (13\/13—8)
.2 18/, 27

b) (12 tock) Ali obstaja kateri od integralov

/2 L dr ali /OO L dx?
——dzr ali ——dx
L f2) 2 [(z)
Ce obstaja, ga izracunaj.

Resitev : Nedoloceni integral funkcije 1/f(z) je enak

/—daz = / r— 1) de = -2z —-1)2+C

Za posplosena integrala dobimo

n

T—00 T—00 /1 —

/ —da:— lim F(z) — F(2) = — lim



