2. izpit iz teorije iz Osnov matematiCne analize — ReSitve

2. 2. 2022

Prvi sklop

Pri naslednjih nalogah obkrozZi le en odgovor. Pravilen odgovor pri vsaki nalogi prinese 3 tocke, napacen
pa —1 tocko. Neodgovorjena naloga (ali pre¢rtan odgovor) prinese 0 tock.

1. Denimo, da ima kompleksno Stevilo w absolutno vrednost 2 in argument Z. Kompleksne resitve
enacbe 22 = w? so potem:

o o 2T 4okn
Regitev: Ker je w? = (2¢77)2 = 461'27, so reditve enacbe z* = w? natanko z, = V4e" 3 ,
k=0,1,2 (odgovor (c)).
2. Ce je zaporedje aj, as,as, ... konvergentno z limito 5, potem je zaporedje kvadratov a?, a3, a3, . ..
(a) konvergentno z limito 25,
(b) konvergentno z limito 0,
(¢) konvergentno z limito /5,
(d) ni nujno konvergentno, odvisno je od primera.
Resitev: Uporabimo formulo lim 2 = ( lim a,)? (ali lim a, -a, = lim a, - lim a,) in dobimo
n—00 n—00 n—ro0 n—00 n—r00
lim a2 = (lim a,)* = 5% = 25 (odgovor (a)).
n—oo n—oo
3. Nivojnice katere funkcije dveh spremenljivk so prikazane na spodnji sliki?
(a) flz,y) =2"+y* (b) fla,y)=z+y (c) fla,y) =y d) flz,y)=7%

Resitev: Nivojnice so krivulje z enacbo f(z,y) = C. Pri tocki (a) dobimo 22 +y? = C, torej kroznice.
Pri tocki (b) dobimo z+y = C oziroma y = C —x, torej premice. Pri totki (d) dobimo = C oziroma
y = &, torej prav tako premice. Pri tocki (c) pa dobimo zy = C oziroma y = %, torej hiperbole.
Pravi odgovor je torej (c).



4. Na spodnjih slikah so prikazani grafi funkcij f, g1, g2, g3 in gg4.

Y = 9a(x)

Katera od funkcij g1, g2, g3, 94 je enaka f~1(z — 2)?
(a) g1 (b) g2 (c) g3 (d) 94

Resitev: Graf funkcije f~!(z) je enak grafu funkcije f, zrcaljenemu ¢ez simetralo lihih kvadrantov. Ce
7zelimo dobiti graf f~!(x — 2), moramo ta graf vzporedno premakniti §e za 2 v desno. Pravi odgovor
je torej (b).

5. Kateri od spodnjih izrazov predstavlja primer Riemannove vsote za integral funkcije f(z) = 22 na

intervalu [0, 1]7
(a) 0.12 +0.4% +0.9?
(b) 0.12-0.3+0.42- 0.5+ 0.9%- 0.2
(¢) 0.3%2-0.140.5%-0.4+0.2% - 0.9



(d) 0.3%2-0.3+0.52-0.5+0.22.0.2

Resitev: Riemannova vsota je izraz f(c1)-01 4 f(c2) 02+ -+ f(cn) - On, Kjer so ; dolzine intervalov,
ki morajo v tem primeru skupaj tvoriti interval [0, 1], ¢; pa so tocke na teh intervalih. Edini smiselni
odgovor med navedenimi je zato samo (b), ki ponazarja Riemannovo vsoto glede na delitev intervala
[0,1] na podintervale [0,0.3], [0.3,0.8] in [0.8,1] z vmesnimi to¢kami ¢; = 0.1 na prvem intervalu,
co = 0.4 na drugem intervalu in ¢z = 0.9 na tretjem intervalu.



Drugi sklop

V spodnjih nalogah obkroZi pravilni odgovor (pravilen je le en odgovor). Odgovor kratko utemelji (v enem
stavku). Napacen odgovor ne prinasa negativnih toc¢k, vsak pravilen odgovor pa je skupaj z utemeljitvijo
vreden 2 tocki.

1. Ce za ¢tlene zaporedja (a,) velja 5= < a, < 1 za vsak n > 1, potem je zaporedje (a,)

(a) konvergentno,
(b) divergentno,
(¢) lahko konvergentno ali divergentno (ni dovolj podatkov).

Utemeljitev:

Resitev: Ker sta 2% in % konvergentni zaporedji, ki imata enaki limiti (obe limiti sta 0), je po izreku

o sendvi¢u lim a, = 0. Torej je pravi odgovor (a).

n—oo
o0
2. Ce za ¢lene zaporedja (a,) velja 0 < a, < % za vsak n > 1, potem je vrsta Z an
n=1

(a) konvergentna,
(b) divergentna,
(c) lahko konvergentna ali divergentna (ni dovolj podatkov).

Utemeljitev:

oo
. 1
Resitev: Ce bi bila vrsta E — (harmoni¢na vrsta) konvergentna, bi bila po primerjalnem kriteriju
n

n=1
o0
tudi vrsta Z a, konvergentna. Ker pa je harmoni¢na vrsta divergentna, nam primerjalni kriterij
n=1 ~
ne da odgovora. Zlahka najdemo primer, ko je vrsta Z a, konvergentna in ko je divergentna. Na
n=1

primer, Ce je zaporedje a,, nifelno zaporedje (vsi ¢leni so 0), je vrsta konvergentna, ¢e pa je a, = %L
(kar Se vedno zado$¢a a,, < 1), pa je divergentna. Pravi odgovor je tako (c).

3. Nedoloceni integral funkcije (71 — 272)e” je
(a) x7te® +C

(b) xz72e* +C

Utemeljitev:

Regitev: Najlazja pot do pravega odgovora je, ¢e odvajamo obe funkciji v odgovorih in pogledamo,
kateri odvod je enak funkciji v nalogi. Ker je (z7'e® + C) = —z72e* + 27 1e® = (271 — 272)e?, je
pravi odgovor (a).

Na tezji nacin se naloge lahko lotimo tudi z integracijo per partes. Ce izberemo na primer u = z~!

in dv = e*dx, dobimo

/(.T_l — 2 He"dr = /x_lezdx - /x_Qezdw = (a:‘le“C - /(—J;_2)erdx) - /x_2emda:.

Ceprav drugega in tretjega Clena ne znamo izracunati, pa se oba ¢lena pokrajSata. Tako dobimo
resitev z~1e” + C.

4. Naj bo f: R — R funkcija in F(z) = / f(t)dt. Ce je funkcija F povsod narastajoca, potem je
0

(a) funkcija f povsod veéja ali enaka 0,
(b) funkcija f povsod manjsa ali enaka 0,
(c) lahko funkcija f nekje vedja od 0 in drugje manjsa od 0.

Utemeljitev:
Regitev: Velja zveza F'(x) = f(x). Ker je F narascajoca, je F'(x) > 0. Torej je f(z) > 0 in je pravi
odgovor (a).



Tretji sklop
1. (2 to¢ki) Napisi Taylorjevo vrsto za funkcijo f(z) = sin(2?®) okrog tocke 0.
Resitev: Naloga nas sprasuje po Taylorjevi vrsti in ne Taylorjevem polinomu (&eprav si lahko pomag-

. .. . . . . 3 5 .
amo tudi s slednjim). Pomagamo si z razvojem funkcije sin(z) =  — % + & F - -. Ta enakost velja
za vse realne vrednosti z. Ko namesto z piSemo 23, dobimo

To reitev lahko dobimo tudi z odvajanjem, vendar bodo vigji odvodi funkcije sin(z?) hitro postali
komplicirani, pri £ = 0 pa bodo skoraj vsi enaki 0. (Nenicelni bodo le 3. odvod, 9. odvod, 15. odvod
itd.)

2. (2 tocki) Pois¢i primer funkcije treh spremenljivk f(x,y,2), ki ima gradient v tocki (1,1,1) enak
VF(1,1,1) = (—2,1,0).
Resitev: Taksna funkcija je na primer f(z,y,z) = —2z + y. (Njen gradient je celo konstantno enak
(—=2,1,0).)

3. Naj bosta f : R — Rin g : R — R odvedljivi funkciji.

/
(a) (2 tocki) Ce je lim (@) = 1, kateri pogoj zagotavlja, da je potem tudi lim fz) =17
z—oo g'(2) z—o0 g(z)
/
(b) (1 totka) Pois¢i primer, ko je lim fl(a:) =1, limita lim f@) pa ne obstaja.
% (o) )

Resitev: (a) Po L’Hospitalovem pravilu je pogoj, ki zagotavlja enakost limit, naslednji:

lim f(z) = lim g(z) =0 ali lim f(x), ILm g(x) € {00, —o0}.

Tr—00 T—r 00 T—>00

(b) Taksni funkciji sta na primer f(z) = 14 e~ in g(z) = e~ *. Ker imata enak odvod, je seveda
! 1 - 1
m (@) =1. Ker paje lim e * =0, paje lim M = lim + e- = — (limita ne obstaja).
Jlim o i, A g(e) et e 0



