
Osnove matemati£ne analize, 1. izpit iz teorije z re²itvami, 20. 1. 2022

Prvi sklop

Pri naslednjih nalogah obkroºi le en odgovor. Pravilen odgovor pri vsaki nalogi prinese 3 to£ke, napa£en pa −1 to£ko.
Neodgovorjena naloga (ali pre£rtan odgovor) prinese 0 to£k.

1. Denimo, da ima kompleksno ²tevilo z absolutno vrednost 2 in argument 20◦, kompleksno ²tevilo w pa absolutno
vrednost 3 in argument 160◦. Potem ima kompleksno ²tevilo z + w

(a) absolutno vrednost 6 in argument 180◦,

(b) absolutno vrednost pribliºno 1.95 in argument pribliºno 119◦,

(c) absolutno vrednost 5 in argument pribliºno 143◦,

(d) absolutno vrednost pribliºno 2.6 in argument pribliºno 220◦.

Re²itev: Pravilni odgovor je (b), ki ga najlaºje dobimo s pomo£jo skice:
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Seveda ro£no risanje ne omogo£a tolik²ne natan£nosti, vendar preostali trije odgovori niso niti blizu tej skici. V tej
nalogi nas lahko zavede odgovor (a), ki predstavlja produkt zw (absolutni vrednosti sta pomnoºeni, kota pa se²teta).

2. Na spodnjih slikah so prikazani gra� funkcij f , g1, g2, g3 in g4.

y = f(x)
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y = g2(x)
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y = g3(x)
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y = g4(x)
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Katera od funkcij g1, g2, g3, g4 je enaka drugemu odvodu f ′′(x)?

(a) g1 (b) g2 (c) g3 (d) g4

Re²itev: Drugi odvod funkcije je povezan z intervali konveksnosti in konkavnosti: tam, kjer je funkcija konveksna,
je drugi odvod pozitiven. Npr., funkcija f je konkavna v to£ki −2 in konveksna v to£ki 2, zato je njen drugi odvod
negativen v to£ki −2 in pozitiven v to£ki 2. Funkcija g3 je edina, ki zado²£a tema dvema pogojema, zato je to pravilni
odgovor. (Seveda lahko primerjamo tudi kak²ne druge to£ke, ne nujno −2 in 2. Mimogrede, funkcija g1 je odvod
funkcije f , funkcija g4 pa njen nedolo£eni integral.)



3. Taylorjev polinom stopnje 2 za funkcijo f(x) = 1
x okrog to£ke x0 = 2 je:

(a) T2(x; 2) =
1

2
− x− 2

4
+

(x− 2)2

8
,

(b) T2(x; 2) =
1

2
− 4(x− 2) + 4(x− 2)2,

(c) Taylorjev polinom ne obstaja, saj funkcija f ni odvedljiva v to£ki 0,

(d) Taylorjev polinom ne obstaja, saj funkcija f ni de�nirana v to£ki 0.

Re²itev: Pravilni odgovor je (a). To£ki (c) in (d) sta nesmiselni, saj mora za obstoj Taylorjevega polinoma v to£ki 2
funkcija biti odvedljiva le v to£ki 2, ne pa na vsej realni osi. Po formuli je

T2(x; 2) = f(2) + f ′(2)(x− 2) +
f ′′(2)

2
(x− 2)2.

Ko odvajamo funkcijo f in vstavimo f(2), f ′(2) in f ′′(2), dobimo polinom v odgovoru (a).

4. �e za funkcijo f : R→ R velja
∫ 2

1

f(x)dx = 3, potem je integral
∫ 2

1

f
(x
2

)
dx enak

(a) 3,

(b) 6,

(c) 3
2 ,

(d) lahko je karkoli, saj ni dovolj podatkov.

Re²itev: Ta naloga se je izkazala za teºjo. Integrala
∫ 2

1
f(x2 )dx se lotimo s substitucijo t = x

2 . Ne smemo pozabiti
zamenjati mej integracije. Dobimo ∫ 2

1

f(
x

2
)dx = 2

∫ 1

1
2

f(t)dt.

Integral na desni pa je lahko poljuben, saj ne poznamo plo²£ine pod grafom funkcije f na intervalu [ 12 , 1] (poznamo le
plo²£ino pod grafom na intervalu [1, 2]). Torej je pravi odgovor (d).



Drugi sklop

Za vsako od spodnjih trditev v okvir£ek napi²i P, £e trditev vedno velja, ali N, £e trditev ne velja vedno. Vsak odgovor
kratko utemelji (v enem stavku). Vsak odgovor je vreden od 0 do 2 to£ki.

1. Naj bosta
∞∑

n=0

an in
∞∑

n=0

bn konvergentni vrsti s pozitivnimi £leni in z vsotama
∞∑

n=0

an = 3 in
∞∑

n=0

bn = 5.

Zaporedje (an) je omejeno.
Re²itev: Pravilno. Ker je vrsta

∑
an konvergentna, po trditvi s predavanj velja limn→∞ an = 0. Torej je (an)

konvergentno in zato po trditvi s predavanj omejeno. (Vendar za ta sklep poznavanje teh trditev niti ni potrebno:
£e je

∑
an = a0 + a1 + a2 + · · · = 3 in so vsi £leni an pozitivni, potem je jasno, da so vsi £leni navzgor omejeni s

3. Ker so tudi navzdol omejeni z 0, je torej zaporedje (an) omejeno.)

Za vse £lene zaporedja (bn) od nekega dalje velja |bn − 5| < 0.01.
Re²itev: To bi veljalo, £e bi bila limita zaporedja (bn) enaka 5. Ker pa je limita enaka 0 (po sklepu iz prej²nje
to£ke), to ne velja.

Zaporedje delnih vsot vrste
∞∑

n=0

(an + bn) je konvergentno.

Re²itev: Vrsta konvergira, £e konvergira zaporedje delnih vsot. Ker
∑

an in
∑

bn konvergirata, po trditvi iz
predavan konvergira tudi

∑
(an + bn) (in sicer k vsoti 3 + 5 = 8). Torej je trditev pravilna.

�e obstaja limita L = lim
n→∞

an+1

an
, potem je L ≤ 1.

Re²itev: �e obstaja limita L = limn→∞
an+1

an
, ali je lahko L > 1? Po kvocientnem kriteriju se to ne more zgoditi,

saj bi v tem primeru vrsta divergirala. Torej je res L ≤ 1 in je trditev pravilna. (Tu nas ne sme zmesti, da
kvocientni kriterij ne daje podatka o konvergenci, £e je L = 1. V tej nalogi kvocientni kriterij uporabimo le, da
izlo£imo primer L > 1. Pri L = 1 vrsta

∑
an lahko konvergira, tudi £e kvocientni kriterij tega ne pove.)

2. Katere od spodaj na²tetih trditev veljajo za vsako integrabilno funkcijo f na omejenem zaprtem intervalu [a, b]?

Funkcija f je zvezna na intervalu [a, b].
Re²itev: Ne drºi. Po eni od trditev s predavanj je funkcija integrabilna tudi, £e ima kon£no mnogo to£k nezveznosti.

Velja
∫ b

a

∣∣∣f(x)∣∣∣ dx =
∣∣∣ ∫ b

a

f(x) dx
∣∣∣.

Re²itev: Po trditvi s predavanj je
∫ b

a

∣∣∣f(x)∣∣∣ dx ≥ ∣∣∣ ∫ b

a

f(x) dx
∣∣∣, torej je malo verjetno, da bi veljala enakost. Z

lahkoto se lahko spomnimo primer, ko enakost ne velja, na primer |
∫ 1

−1 x dx| = 0 in
∫ 1

−1 |x|dx = 1 (nari²emo
y = |x| in vidimo, da je plo²£ina pod grafom enaka 1). Torej trditev v splo²nem ne drºi. (Velja pa, da sta obe
strani ena£be vedno ve£ji ali enaki 0, saj je integral pozitivne funkcije na intervalu [a, b], kjer je a ≤ b, vedno ve£ji
ali enak 0.)

Funkcija f(x) je odvedljiva in £e njen odvod ozna£imo z F (x) = f ′(x), potem velja F (x) =

∫ x

a

f(t)dt.

Re²itev: Trditev ne drºi. V resnici gre za nesmisel, saj za funkcijo F (x) =
∫ x

a
f(t)dt velja F ′(x) = f(x) in ne

obratno. Lahko ponudimo tudi primer: £e je f(x) = 1 na intervalu [0, 1], potem je f ′(x) = 0 in
∫ x

a
f(t)dt =∫ x

0
t dt = x2

2 − 0 = x2

2 , kar sta seveda razli£ni funkciji.



Tretji sklop

Pri naslednji nalogi za vsako trditev v okvir£ek napi²i D, £e trditev drºi, in N, £e ne drºi. Utemeljitev ni potrebna. Pravilen
odgovor prinese 1 to£ko, nepravilen pa −1 to£ko. Neodgovorjen ali pre£rtan odgovor prinese 0 to£k.

1. Funkcija f : R \ {2} → R je podana s spodnjim grafom.

Katere trditve so pravilne?

Funkcija f je surjektivna.

Funkcija f je injektivna.

lim
x→2

(f(x)2) =∞

f ′(1) < f ′(0.5)

f ′′(1) > 0∫ 1

0
f(x)dx > −0.4

Re²itev: DNDNDN. Razlaga tretjega vpra²anja: funkcija f(x) ima v to£ki 2 pol, in sicer gre na eni strani v −∞, na
drugi pa v∞. funkcija f(x)2 se torej na obeh straneh pribliºuje∞. Preprost primer te situacije je funkcija f(x) = 1/x
v to£ki 0: na eni strani gre v −∞ in na drugi v +∞, funkcija 1/x2 pa gre na obeh straneh v +∞.

Razlaga ²estega vpra²anja: Ker je funkcija f negativna na intervalu [0, 1], je integral negativen. Plo²£ina trikotnika,
ki ga omejujeta koordinatni osi in premica y = x − 1 (£rtkana asimptota na sliki) je enaka 1

2 , torej je plo²£ina med
grafom funkcije f in abscisno osjo na intervalu [0, 1] absolutno ²e nekoliko ve£ja od 1

2 . Ker je integral negativen, torej
velja

∫ 1

0
f(x)dx < − 1

2 , zato trditev ne drºi.


