Ime in priimek

Osnove matemati¢ne analize: drugi kolokvij

10. januar 2022

. Vpisna stevilka
Cas pisanja je 90 minut. Dovoljena je uporaba 1 lista A4 formata s

formulami in navadnega kalkulatorja. Uporaba graficnega kalkulatorja
ali drugih pripomockov ni dovoljena. Vse odgovore dobro utemelji!
Vsako nalogo pisi na svojo stran. Ce ne resujes na izpitno
polo, se na vsak list zgoraj podpisi, navedi Stevilko naloge ter
naloge skeniraj po vrsti. Hvala!

1. naloga (25 tock)

Podana je funkcija

x—3
a) (9 tock) Zapisi enacho tangente na graf dane funkcije v tocki T'(xg, —1).
Resitev : Najprej resimo enacbe f(z9) = —1 oz.
o — 3 _
To + 1 N

Dobimo zy = 1. Odvod funkcije f (po poenostavitvi) je

4
fi(z) = 112y
Smerni koeficient tangente je tako
kr = f'(1) =1
enacha tangente pa
y=x—2

b) (9 tock) V katerih tockah je normala na graf funkcije f vzporedna premici z +y = 2.
Resitev : Poiskati je potrebno tocke, kjer za smerni koeficient normale velja

Resitvi enacbe

sta r10 = —1342.

c) (7 tock) Za katero vrednost parametra a je tangenta na graf v tocki T'(xg, —1) tudi
tangenta parabole y = azx? — (a + 1)x?
Resitev : Odvod parabole je

y'(x) =2ax — (a+1)

Veljati mora
ali

Resitev je a = 2.
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2. naloga (25 tock)

Podana je funkcija dveh spremenljivk

fla,y) =" +y"

a) (5 tock) Doloci definicijsko obmocje funkcije f(z,y).
Resitev : Funkcija je definirana za vse z,y € R.

b) (5 tock) Skiciraj nivojnice funkcije f(x,y).
Resitev : Enacbe nivojnic so oblike

224y =c>0

kar pomeni, da dobimo kroznice v srediscni legi.

c) (15 tock) Med tockami (z,y) v ravnini, ki zadoSc¢ajo zvezi x + 2y = 1 poiséi tiste, za
katere je f(z,y) najmanjsa. Rezultat geometrijsko interpretiraj.
Resitev : Ce iz enacbe z + 2y = 1 izrazimo

11—z
2

y:

lahko is¢emo ekstrem funkcije

o) = e, 55 =+ (52

Lahko pa tudi resujemo problem vezanih ekstremov z Lagrangeovo funkcijo

L(z,y,A) == 2" +y* = Mz +2y — 1)

V prvem primeru reSujemo enacbo

1—
g (x) =2z — o0
2
v drugem primeru pa sistem enach
L, = 2z—-)X=0
L, = 2y—2\=0
Ly = —(z+2y—1)=0

V vsakem primeru dobimo reSitev x = %, Yy = % Funkcije f izracuna kvadrat razdalje

tocke s koordinatami (,y) od izhodiséa (0,0), kar pomeni, da je T'(%, 2

s, £) tista tocka na
premici za enacbo z + 2y = 1, ki je najblizja izhodiscu koordinatnega sistema.



3. naloga (25 tock)

Naj bo
f(z,y) =32y +y° — 32° — 3y°

a) (5 tock) Izracunaj gradient funkcije f.

Resitev :
6xy — 6z }

grad f (l’,y) = |:3.§C2 + 3y2 _ 6y

b) (8 tock) Doloci vse stacionarne tocke funkcije f.
Resitev : Enacba f, = 0 je ekvivalentna enacbi

x(y—1)=0

Dobimo dve moznosti, z = 0 ali y = 1.
Za x = 0 se enacba f, = 0 poenastavi v

3y> — 6y =0

ki ima resitvi y =0 in y = 2.
Za y = 1 enacba f, = 0 postane
312 —=3=0

ki ima resitvix = —1in z = 1.
Skupaj imamo torej 4 stacionarne tocke 77(0,0), T5(0,2), T5(—1,1) in Ty(1,1).

c) (4 tocke) Izracunaj Hessejevo matriko funkcije f.
Resitev : Drugi odvod je

6y —6  6x
Hess f (z,y) = { y6x 6y — 6]

d) (8 tock) Klasificiraj vse stacionarne tocke funkcije f.
Resitev : Vrednosti Hessejeve matrike za stacionarne tocke so

s r 1) = [0 ]
s 11 =[5 ]
s 1t = [% ]
s 1) = [3 ]

Determinanti matrik Hess f(73) in Hess f(7}) sta enaki —36, kar pomeni, da sta T3 in T}
sedli.

Determinanti matrik Hess f(77) in Hess f(73) sta enaki 36, kar pomeni, da sta 7 in T
lokalna ekstrema. Ker je f..(T1) < 0, je T1 lokalni maksimum, in ker je f..(72) > 0, je
T5 lokalni minimum.



4. naloga (25 tock)
Dani sta funkciji f in g

(e

fe) = (=3 ) ole) = costa?

a) (13 tock) Izracunaj nedolocena integrala [ f(z)dz in [ g(x)dz.

Resitev : Nedolocena integrala sta
T x> 2P T
—dr=———-4/=+C
I\/g S T SV
1

/f(l')dl‘:/x(x—\/g> - [

[ stwits = [wcosta?iar = [ cos)§ = sin(t) +€ = Jsina) + €

kjer smo uporabili zamenjavo spremenljivke

t = 22

dt = 2zdzx

b) (6 tock) Dolo¢i najmanjso strogo pozitivno ni¢lo funkcije g. Imata f in g kaksne
skupne nicle?

Resitev : Najmanjsa strogo pozitivna nicla funkcije cos(t) je t = %, torej ima cos(z?)
(in s tem ¢) najmanjso strogo pozitivno ni¢lo pri z = \/g, ki je hkrati nicla funkcije f.
Funkcija f in g imata skupno ni¢lo tudi pri x = 0.

c) (6 tock) Izracunaj ploscino omejenega obmocja med grafoma funkcij f in g. (Pri
dolo¢anju intervala integriranja si pomagaj s prej$njo tocko.)

Resitev : Glede na prejsnjo tocko, se f in g sekata pri x =0 in z = \/g, ker imata tam
obe funkciji vrednost 0. Opazimo tudi, da za vse z € (0, \/g) velja f(z) < 0 ter g(x) > 0.
Plos¢ino omejenega obmocja med grafoma lahko torej dobimo kot

Vi T )3 )2 -




