Drugi poskusni kolokvij

1. [25 to¢k] Naj bo U univerzalna mnozica, A, B,C pa njene podmnozice. V jeziku pre-
dikatnega racuna vsebovanost A C B izrazimo z izjavno formulo

VxeU:(xe A= xeB).

V jeziku predikatnega racuna izrazite Se naslednje trditve, pri ¢emer lahko poleg iz-
javnih veznikov in kvantifikatorjev uporabljate Se € (ne pa tudi =, C, C, 2, D).

(a) A=B.
Pravilni odgovor je katerikoli od naslednjih:
e VxeU:(xeA=>x€eB) A(xeB=x€A)),
e VxeU:(xeA=>xeB) AVxeU:(xeB=>x€eA),
e VxeU:(xeA=>xeB) AVyeU:(yeB=>yeA),
e VxeU:(xeAAXxEB V =(xeA)A=(x€B)).
e VxeU:(xeAANxeB YV x¢AANx¢B).
(b) AnNB=0.
Pravilni odgovor je katerikoli od naslednjih:
e VxeU:(=(xeA)V—(xeB)),
e VxeU:(xe¢AVx¢eB),
e VxeU:((xeA==(xeB)) A(xeB=—=(xeA))),
e VxeU:(xeAA=(x€eB)V a(x€e A)AXxX€B V =(x€ A) A=(x € B)).

(c) Ce sta mnozici A in B disjunktni, potem B in C nista disjunktni.
Pravilni odgovor je

VxeU:(=(x€eA)V(xeB))=>dxeU:(xeBAxe(C).

* Tocki (1a) in (1b) sta vredni po 8 tock, tocka (1c) pa 9 tock.
+ Ce pri delu (1a) odgovorite z Vx € U : (x € A A x € B), dobite 5 tock.
* Pri delu (1b) dobite 4 tocke, ¢e odgovorite z enim od:
- VxeU:(xe A= ~(x€B)),
- VxeU:(xeAAN=(xeB) V =(xe A) Ax € B).
Ce odgovorite z Vx € U : (x € A A —(x € B)), dobite 3 tocke.
+ Ce v delu (1c) odgovorite z (AN B = 0) = —~(BN C = 0), dobite 3 tocke. Ce za
ANB=0in BN C = vstavite formulo, ki ste jo izpeljali v (1b) (¢etudi napacno),

pri ¢emer morata biti B in C vstavljena na ustrezna mesta namesto A in B, dobite
6 tock.

2. [25 to¢k] Naj bo f : N — {1,2,3,4,5} surjektivna preslikava, A,B C IN mnozici in
g : A — Btaka preslikava, da je kompozitum go f : IN — B dobro definirana preslikava.
Odgovorite na naslednja vprasanja.



(a) Napisite primer preslikave f z zgornjimi lastnostmi.
Pravilni odgovori so npr.:

x, zal<x<5,
* fx) :{ 1, sicer.
» Katerokoli premesanje Stevil 1 do 5, vsa ostala Stevila pa preslikana kamor-
koli v mnozico {1, 2, 3,4, 5}.
* f(x)=(x mod5)+1.

(b) Kaj lahko iz dobre definiranosti g o f sklepamo o mnozici A?
Ker je f surjektivna, je Z¢ = {1,2,3,4,5}. Torej moramo poznati g(i) za vsak i =
1,2,3,4,5. Zatoje {1,2,3,4,5} C A.

(c) Ali obstaja taka mnozica A in preslikava g: A — N, da je g o f surjektiven? Od-
govor utemelji.
Ne obstaja. Ker je zaloga vrednosti Zy moci 5, je tudi zaloga vrednosti kom-
pozituma g o f najve¢ moci 5. Ker je go f : N — IN, bi morala biti tudi slika
kompozituma enaka IN. To pa ne gre.

(d) Izberite taki mnozici A, B in preslikavo g: A — B, da bo g o f surjektiven.
Npr. A={1,2,3,4,5}, B={1}in g(i) = 1 za vsak i € A.

* Najbolje resene tri od stirih tock so vredne po 7 tock, preostala pa 4 tocke.

* V (2a) dobite 4 tocke od 7, e ne napisete predpisa za tocke razli¢ne od 1,2,3,4,5.
* V (2b) dobite 4 tocke od 7, ¢e napisete, daje A={1,2,3,4,5}.

* V primeru napacne utemeljitve za pravilen odgovor pri (2c) dobite 2 tocki od 7.

+ Ce v (2d) ne napisete eksplicitno A in B, pa¢ pa le pravilen g, dobite 4 to¢ke od 7.

3. [25 to¢k] Na mnozici IN definiramo relacijo R z opisom

a R b natanko tedaj, koje a+b sodo stevilo.

(a) Utemelji, da je relacija R refleksivna, simetri¢na in tranzitivna. Opisi njene ekvi-
valencne razrede!

¢ Refleksivnost: Pokazati moramo: Yx € IN : xRx.
Naj bo x € IN.
Dokazujemo: xRx &= x+x =2k, ke Z.
Radunamo: x+x=2k=>2x=2k=> k =x.

* Simetri¢nost: Pokazati moramo: Vx,y € N : xRy = pRx.
Naj bosta x,y € IN.
Predpostavimo: xRy &= x+vy =2k, ke Z.
Dokazujemo: yRx &= v+x=2l, l € Z.
Racunamo: y+x=x+y =2k =1 =k.
* Tranzitivnost: Pokazati moramo: Vx,y,z € N : xRy A yRz = xRz.
Naj bodo x,y,z € IN.
Predpostavimo: xRy A yRz.
xRy &= x+y=2kkeZ—x=2k-y
VRz &= y+z=2lk€eZ—2z=2l-y
Dokazujemo: xRz &= x+z=2m, meZ.
Rac¢unamo: x +z = (2k —p) + (2] —y)=2k+21-2y=2(k+l-y) = m =k + [ —y.
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* Ekvivalen¢na razreda: R[1] = {2k +1, k € N}, R[2] = {2k, k € N}.
(b) Zapisi opis relacije R°.
xR%y &= a+b liho stevilo

(c) Denimo, da relacijo R definiramo na mnozici A ={1,2,3,4,5, 6} (z istim opisom).
Pregledno narisi njen graf.
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e Za dokaz refleksivnosti dobite 3 tocke.

» Za dokaza simetri¢nosti in tranzitivnosti dobite po 4 tocke.
e Ce pravilno dolocite ekvivalencna razreda, dobite 4 tocke.
* Pravilen opis relacije R® je ovrednoten s 5 to¢kami.

* Pravilno narisan graf relacije je ovrednosten s 5 tockami.

4. [25 to¢k] Na sliki je prikazan graf G.
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(a) Alije graf G Eulerjev? Ce je, oznaci Eulerjev obhod, sicer pa dobro utemelji, zakaj
ni.
Graf ni Eulerjev, saj vsebuje vozlisca lihih stopenj (denimo stopnje 3).

(b) Ali je graf G Hamiltonov? Ce je, narisi Hamiltonov cikel, sicer pa z izrekom o
razpadu grafa pokazi, da ni.
Graf ni Hamiltonov, kar dokazemo z izrekom o razpadu grafa.
Naj bo S mnozica rdecih vozlis¢ na sliki. Velja |S| =5, graf G—S pa ima 6 pove-
zanih komponent. S pomocjo izreka o razpadu grafa zato sklepamo, da graf ni
Hamiltonov.
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(c) Doloci kromati¢no Stevilo grafa G.
Ker je w(G) =2 in A(G) = 4, sklepamo 2 < x(G) < 4 (Brooks).
Opazimo, da ni mozno najti 2-barvanja grafa G, saj ta vsebuje 5-cikel (za barvanje
lihega cikla potrebujemo 3 barve). Zato x(G) # 2. Najdemo pa 3-barvanje grafa G
na sliki. Sledi x(G) = 3.

e Ce pravilno sklenete in utemeljite, da graf ni Eulerjev, dobite 7 tock.

« Ce dokazete, da graf ni Hamiltonov, pri ¢emer uporabite dokaz o razpadu
grafa, dobite 8 tock.

e Za pravilno dolo¢ena w(G) in A(G) dobite 2 tocki.
 Pravilna utemeljitev neobstoja 2-barvanja grafa G je ovrednotena s 3 tockami.
e Za 3-barvanje grafa G in sklep, da je x(G) = 3, prejmete 5 tock.



