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Robni problemi - strelska metoda
Resujemo sistem DE

y'=fxy 2),
' =g(x.y,2),
y(a)=A, ylb)=B.
V tem primeru ne moremo uporabiti dosedanjih metod, saj nimamo
podanih vrednosti y in z v isti tocCki.

Opravka imamo z robnim problemom. Za uporabo Ze izpeljanih
metod potrebujemo vrednost z(a). IS€emo torej vrednost z(a) =: «,
tako da bo reSitev zacetnega problema

y' =flxy 2),
z'=g(x,y,2), (1)
yla)=A, z(a)=«
zadoScala y(b) = B.

Naj bo F: R — R funkcija, ki « iz (1) preslika v y,(b) — B, kjer je y
reSitev (1). 1IS¢emo torej ni¢lo funkcije F. Uporabimo lahko eno od
metod za reSevanje nelinearnih enacb, npr. sekantno metodo.
Izberemo zacetna priblizka o, o1, nato pa s sekantno metodo
iterativno izboljSujemo priblizek « za niclo F.
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Algoritem:
https://zalara.github.io/strelska.m

Primer:
https://zalara.github.io/demo691.m

2/16


https://zalara.github.io/strelska.m
https://zalara.github.io/demo691.m

DE viSjega reda
Naj bo

DE reda m.
Uvedemo nove funkcije

vi=y, Ye=y., ya=y" ..., Ym=Y :

Potem se enacba (2) prevede v sistem

Yi =Y
Y2=Y¥3
Ym1 =Ym

ki ga lahko reSimo z metodami za sisteme DE prvega reda.

4/16



Problem lastnih vrednosti matrik



Lastne vrednosti in lastni vektorii

Za kvadratno matriko A € R™" je Stevilo A € C lastna vrednost, ¢e
obstaja tak nenicelni vektor v € R", ki zadoS¢a

Av = Av. (3)

Takemu vektorju reGemo lastni vektor, pripadajoC A.

Trditev
Lastne vrednosti matrike A so vse razlicne nicle karakteristicnega
polinoma
pa(A) :=det(A —Al).
Dokaz.

Pogoj (3) lahko preoblikujemo v v € ker(A — Al). Torej mora biti
det(A —Al) = 0. Ker je

pa(A) = (—1)"A" + A" + .+ CatA + Cn,

trditev sledi. O
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Jordanova forma
Nekatere matrike A € R"*" imajo n razli¢nih lastnih vrednost
AMioen An in pripadajocih lastnih vektorjev xq, .. ., Xp.-

Trditev
Ce ima matrika A € R"™ " same razlicne lastne vrednosti, potem so
pripadajoCi lastni vektorji paroma pravokotni in zato baza prostora R".

Ce poljuben vektor x razvijemo po bazi x;, i =1, ..., n, .
n
x=7 BiXi
i=1
potem je
n n n
Ax=A( Z BiXi) = Z BiAX; = Z BiAiXi.
i=1 i=1 i=1

V tem primeru se torej matrika A obnasa kot diagonalna matrika

A 0 -0
0 A :
o o .
0 0 }\n
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Matriki A, B € R™" sta podobni, Ce obstaja obrnljiva matrika
S € R"™", davelja B = SAS~'.

V sploSnem pa je vsaka matrika podobna matriki, ki je direktna vsota
Jordanskih kletk

A1 0 --- 0
0 A -
JA =+ - 0
: A
0O 0 --- 0 A

Jordanska forma je najenostavnejsa oblika splosne matrike. Z njo je
enostavno racunati. Izraéun Jordanske forme pa ni numeri¢no
stabilen, zato se za velike matrike v praksi ne uporablja.
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Iskanje dominantne lastne vrednosti
Definicija
Lastna vrednost A1 je dominantna, ¢e za vse ostale lastne vrednosti
A2, ..., Ap velja
|}\1|>|}\,‘|, i=2,...,n

V mnogih problemih nas zanima samo dominantna lastna vrednost,
npr. v Googlovem PageRank algoritmu, kar bomo kmalu videli.

Dominantnno lastno vrednost pa lahko enostavno pois¢emo z
uporabo poten¢ne metode:

1 X9 €R" zacetni vektor

2 Is = max; |Xi(0)|
3 x(© = 1x(0
4 for k=1:N

5 xF) = Ax(k=1)
6 In = max; |Xi(k)|
s xk) = 1xk)

s end

9 A=1In

10 x =xWMN)
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Trditev
Naj ima matrika A € R"*" n lastnih vrednosti, pri emer je najveéja

dominantna. Zaporedje vektorjev x'*) iz potenéne metode konvergira
proti lastnemu vektorju, ki pripada dominantni lastni vrednosti.

Dokaz.
Zap|5|mox po bazi{x1, ..., xn} lastnih vektorjev: x(© Z, 1 Bixi.
Potem je:
n n n
= AX( Z Bixi) = Ak (Z BiNiXi) = Ak*z(z BiAZX;)
= —kax, N (Box +Z( ) Bix).
Sledi

Akx(0) (B1X1 + 21 ()}\\* )

Ao (g + 57, () B e

k
Ker je |{H < 1, velja (%) — 0. Zato potentna metoda res

konvergira proti lasthemu vektorju x;. O
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PageRank algoritem
Spletni iskalnik Google sta leta 1998 zagnala Sergey Brin in Larry
Page. Iskalnik spletne strani ostevilCi glede na njihovo pomembnost.
Ko vpiSe v iskalno polje neko besedno zvezo, potem iskalnik poiS¢e
vse spletne strani, kjer se pojavi ta besedna zveza, rezultate pa
razvrsti glede na ta vrstni red pomembnosti, pri emer visje izpiSe
tiste spletne strani, ki imajo nizjo Stevilko.

Algoritem za StevilCenje spletnih strani se imenuje PageRank
algoritem. Izkaze se, da algoritem temelji na iskanju lastnega vektorja
dominantne lastne vrednosti Googlove matrike sosednosti.

Splet pa lahko predstavimo kot velik usmerjen graf.

Vsaki spletni strani priredimo vozliS¢e grafa. Dve vozlis¢i u, v
povezemo z usmerjeno povezavo, Ce iz spletne strani u vodi
povezava na stran v.

Stevilo usmerjenih povezav iz strani v; oznag¢imo z O;.

H grafa ima stolpce/vrstice oznacene z vozliséi v;
grafa. Na mestu jj pa stoji é}_. Torej so v j-tem stolpcu nenicelni vhodi

v vrsticah strani v;, v katere vodi usmerjena povezava iz v;.
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Primer

Matrika sosednosti grafa na sliki je enaka

00 1 3
H:%ooo
11 9 1
3 2 2
5100

12/16



Teza oz. pomembnost xi spletne strani v, pa je enaka
X.
Xk = Z 6’ (4)

: 1

i€l
pri Cemer je Ik mnozica vseh spletnih strani, ki vodijo na stran vy.
Enacbe (4) zapiSemo s pomocjo matrike sosednosti kot

x = Hx,

kjer je x vektor pomembnosti. Torej moramo najti lastni vektor matrike
H, ki pripada lastni vrednosti 1.

Vprasanje: Ali tak vektor sploh obstaja? Tj. ali je 1 gotovo lastna
vrednost matrike H?

Ne nujno. Ce malo popravimo matriko H s smiselnim oponasanjem
naklju¢nega uporabnika spleta, pa je odgovor da, kot bomo kmalu
videli.
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Nekaj definicij
Definicija
Matrika A = [a;]i; € R™" je pozitivna, Ce ja aj > 0 za vsaka
ihj=1,...,n.
Definicija
Matrika A = [a;];; € R"*" je razcepna, Ce obstaja neka permutacija
stolpcev/vrstic, da je permutirana matrika oblike

A1 A
0 Ax /'
kjer sta A11, Az kvadratni matriki, O je nicelni blok in A1 je pravokotni
blok. Ce matrika ni razcepna, ji pravimo nerazcepna.

Definicija

Matrika A = [a;];; € R™" je vrstiCno stohasticna, Ce je Z,L aj=1
zavsaki=1,...,n. Zdrugimi besedami, vsota vhodov v vsaki vrstici
je enaka 1.

Podobno je matrika A stolpicno stohasticna, Ce je vsota vhodov v
vsakem stolpcu enaka 1.
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Izrek (Perron-Frobeniusov izrek, 1912)

Naj bo A pozitivha nerazcepna matrika, ki je vrsti¢no ali stolpi¢no
stohasti¢na. Potem je 1 dominantna lastna vrednost matrike A,
obstaja pa pripadajoc lastni vektor s samimi nenegativnimi elementi.

Uporaba za PageRank algoritem: Matrika sosednosti H svetovnega
spleta je pozitivna, ni pa nujno nerazcepna in stolpi¢no stohasti¢na.
Graf namrec€ lahko razpade na ve€ komponent za povezanost, ki dajo
razcepnost matrike. Poleg tega lahko obstajajo ‘slepe’ spletne strani,
iz katerih ni nobene izhodne povezave.

Matriko H
malo popravimo:

~ 1
H=a«H-+ (1 —cx)NS,

kjer je o € (0, 1) utez, N je Stevilo spletnih strani, S pa matrika samih
1. Matrika 1NS oponas$a korak uporabnika spleta, ko na nekem koraku
iz trenutne strani sko€imo naklju¢no z verjetnostjo 1N na poljubno
drugo stran.

Matrika H je o&itno nerazcepna in stolpi¢no stohasti¢na. Po
Perron-Frobeniusovem izreku obstaja x s samimi nenegativnimi
vhodi, da velja

Hx = x.
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Glede na vhode v x Google rangira spletne strani po pomembnosti.
Vektor x lahko poiS¢emo s potenéno metodo.

Hitrost konvergence potentne metode v odvisnosti od «. Glede na «
je konvergenca metode razli¢no hitra.

Za « = 0.5 je konvergenca zagotovljena Ze po nekaj korakih
potencne metode, vendar ima nakljucni skok v tem primeru prevelik
vpliv in matrika H ne oponasa dobro uporabnika spleta, ki nakljuéno
brska po spletu, dokler se ne naveli¢a in zamenja tok brskanja.

Za o = 0.99 je konvergenca prepocasna za prakti¢no uporabo.

Navadno se navaja, da Google uporablja « ~ 0.8, ki je nek
kompromis med hitrostjo in smiselnostjo.

Vec¢ informacij o vplivu « si lahko preberete v zanimivi knjigi:

Amy Langville, Carl Meyer, Google’s PageRank and Beyond: The Science of
Search Engine Rankings, Princeton University Press, 2006.
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