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Primeri problemov za teorijo grafov

o

Ob zaketku sretanja se je 9 prijateljev rokovalo z nekaterimi od
preostalih prijateljev. Ali je moZnost, da se je vsak rokoval natanko s
5 prijatelji?

Kako naj postar optimalno razvozi posto v nekem naselju, tako da
po nobeni cesti ne bo rabil iti dvakrat, a bo obiskal vse hisne Stevilke
vzdolZ vseh cest?

V udilnicah na izpitih Studenti ne smejo sedeti drug poled drugega.
Nekateri stoli v ucilnici so zlomljeni. Najvet koliko Studentov lahko v
ulilnici pise izpit?

V nekem mestu bi radi postavili avtobustna postajalis¢a na to¢no
dolo¢ene to¢ke. Ali lahko naértujejo avtobusno liniji, ki za¢ne in
kon&a na nekem mestu in vsako od teh tock obis¢e natanko enkrat?

Kartografi bi zemljevid radi pobarvali z &im manj barvami tako, da
bosta sosednji drzavi razli¢nih barv. Koliko barv zados¢a za ta
namen? Ali je to sploh omejeno za vse zemljevide?
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Primeri problemov za teorijo grafov

@ Ob sestavljanju urnika za 5 predmetov Aj, ..., As imamo naslednje
omejitve konflikte:

A A A A As
A X X

A | X

As | X X X
A X X
As X X

Koliko razli¢nih &asovnih terminov potrebujemo za izvedbo vseh
petih predmetov brez konfliktov?
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Kaj je graf

Neusmerjen graf je urejen par G = (V, E), kjer je
@ V neprazna kon&na mnoZica totk (vozlis¢) grafa G in

@ E mnoZica povezav grafa G, pri &emer je vsaka povezava par totk
(povezava je mnoZica dveh razli¢nih totk).

V={uv,v,w,xy}  E={{uv,v}{u,w} {v,w}, {v,x}}
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Kaj je graf

Namesto e = {u, v} pisemo krajse e = uv ali e = vu. V tem primeru
pravimo, da sta tocki u in v krajis¢i povezave e, povezava e povezuje
tocki u in v. Pravimo tudi, da sta u in v sosednji, kar oznalimo z u ~ v.

V = V(G) ... mnoZica totk grafa G,
E = E(G) ... mnoZica povezav grafa G

Stopnja totke v € V(G), deg(v), je tevilo povezav, ki imajo v za
krajisce.
Se nekaj definicij:

o Tocka stopnje 0 je izolirana, totki stopnje 1 pravimo tudi /ist.

o Graf G je regularen, &e imajo vse njegove tocke isto stopnjo.
3-regularnim grafom pravimo tudi kubi¢ni grafi.

] 3
[ o
(2 Ve
deg(vd=2 deg (v;d=\
dea(vy=13 deglud=0

deg (VD=2 .



Lema o rokovanju in grafi¢na zaporedja
Izrek (Lema o rokovanju)

Naj bo G graf z n tockami in m povezavami. Potem je

Zdeg(v,-) =2-m (1)

v

Ker vsaka povezava nastopi kot krajis¢e dveh vozlis¢, je Stevilo povezav
natanko % vsote stopenj vseh vozlis¢. O

v

Posledica
V vsakem grafu je sodo mnogo toc¢k lihe stopnje.

Ce bi bilo totk lihe stopnje liho, bi bilo leva stran v (1) liha. To pa je v
protislovju s sodostjo desne strani. O
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Grafi¢no zaporedje

Kon&no zaporedje naravnih $tevil

di>dr>d3>...>d,

je grafi¢no, &e obstaja graf G z n to¢kami, ki imajo stopnje enake
di,da, ..., dy.

Primer

© Zaporedje 3,2,2,1,0 je graficno.
Brez teZav najdemo primer ustreznega graf.

Q Ali je zaporedje 5,4,3,2,2,1 grafi¢no?
Ne, saj je lihih vozlis¢ liho mnogo.
© Ali je zaporedje 6,4,4,3,2,2,1 grafi¢no?
Da. Najnaivnejsi poskus risanja grafa deluje.
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Zaporedje di > dy > d3 > ... > d, je grafino natanko tedaj, ko je tudi
zaporedje

Oad2_1,d3_17"'add1+1_1add1+2,~~'7dn (2)

grafi¢no.

Izrek zaporedoma uporabljamo na naslednji nacin:

@ Po vsaki uporabi novo zaporedje uredimo po velikosti do

dV > dM > >4 >0 (3)

n—1

@ Znova uporabimo zgornji izrek. Zaporedje (3) je grafi¢no natanko
tedaj, ko je zaporedje

0,d" ~1,d" —1,... . d, 1dd<1+2,...,d,(,11, (4)

grafi¢no.

o Ce po najvet n-korakih pridemo do samih nicel, je zaporedje
grafi¢no. Ce pa nekega koraka ne moremo izvesti, ker je premalo
neniéelnih &lenov, potem zaporedje ni grafi¢no.
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Primer
Alije5>4>3>22>22>1 grafitno?

< 0,3,2,1,1,0 je grafi¢no. (Uporabimo izrek.)
< 3>2>1>12>02>0 je grafino. (Uredimo po velikosti.)
< 0,1,0,0,0 je grafitno. (Uporabimo izrek.)

< 1>0>02>02>0 >0 je grafino. (Uredimo po velikosti.)

Naslednjega koraka ne moremo narediti, kar pomeni, da nobene zaporedje

v zgornjih ekvivalencah ni grafi¢no.

v
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Nekatere druZine grafov

Graf je poln, &e sta vsaki njegovi tocki sosedi. Poln graf na n totkah
oznatimo z K,.

K2

K5

Graf je prazen, €e nobeni njegovi totki nista sosedi. Prazen graf na n
totkah oznatimo s K,,.
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Graf je polni dvodelni graf na n + m totkah, ¢e vsebujee dva barvna
razreda s po n in m to¢kami, tocki sta sosedi natanko tedaj, ko sta v
razli¢nih barvnih razredih. Te grafe oznalujemo z K, .

uy Uy uy

v vy vy vy

Graf je cikel na n > 3 totkah, &e je izomorfen grafu kroZnici z n vozlis¢i
na obodu. To ozna¢imo s C,.

a P q
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Graf je pot na n totkah, &e je izomorfen grafu daljici z n vozlig&i (poleg

krajis¢ $e n — 2 notranjih totk). To oznatimo s P,.

+ O

P2

I

Ps

ON®.

O O

O
O
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Izomorfizem grafov

Ali sta naslednja grafa kaj v sorodu?
a Yy

C Z
d H

Grafa Gy in G, sta izomorfna, &e obstaja preslikava
f:V(G) — V(Gy),
za katero velja:
@ f je bijektivna in
Q@ ur~g v & f(u)~g, f(v).
V tem primeru pravimo, da je f izomorfizem grafov G; in Gy, ter piSemo

G = Go.
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Izomorfizem grafov

¥¥ X

Izomorfizem ohranja stevilo vozlis¢, stevilo povezav, stopnje vozlis¢,
Stevilo trikotnikov, . . .

Ce grafa nista izomorfna, pravimo, da sta neizomorfna.

Grafa s prejsnje strani sta izomrfna. Izomorfizem je f(a) =y, f(b) = x,
f(c)=w, f(d) =v, f(e) = z.
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Naj bosta H in G grafa. Pravimo, da je:
e H podgraf grafa G, kar ozna&imo z H C G, &e je
e V(H) C V(G)
o E(H) C E(G).

o H vpet podgraf, &e je podgraf in velja 3¢ V(H

3=

Graf G. H1 g G H2 Q G,
vpet.
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