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Osnovna Newton-Cotesova Pravila na [a, b]

Newton-Cotesova pravila interval [a, b] razde

jozn+1 ekV|d|stantn|m| toCkami in

ja x)dx aproksimirajo z fa pn(x)dx, kjer je p, interpolacijski polinom stopnje n na

teh tockah
ime n formula
trapezno 1 23 [f(a) + f(b)]
simp.1/3 2 252 [f(a) + 4f(232) + 1(b)]
Simp.3/8 3 278 [f(a) +3f(a+h) +3f(b—h) +f(b)]
Booleovo 4 %) [7f(a) +82f(a + h) + 12f(242) + 32f(b — h) + 7f(b)]
Ocene napak:
ime n napaka h
b—
trapezno 1 — 12 (&) b—a
- b—a 44
Simp.1/3 2 — hf4) (&) (b—a)/2
180
Simp.3/8 3 —2—qpar4)(g) (b—a)/3
Booleovo 4 2= perers)  (h_a)/a

945
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Rombergova metoda

Naj bo T(h) aproksimacija integrala | = fa ) dx z uporabo sestavljenega
trapeznega pravila s korakom h.

Rombergova metoda s pomocjo vrednosti
T(h), T(h/2), T(h/2%), ..., T(h/2"),
ki imajo napako O ((h/2/)2), zgradi bol&i priblizek
Ti(h/24)
za |, katerega napaka je O ((h/2k)2(k+1)y,

Vrednost Ty (h/2%) dobimo z rekurzivnim ragunanjem stolpcev od levega proti
desnemu v spodniji triktoni shemi:

T(h)

T(h/2)  Ti(h/2)

(h/22)  Ti(h/2%) Tp(h/2?%)

T(h/2°%) To(h/2%)  Ta(h/2%)

(h/2%)  Ti(h/2%) Tp(h/2%) Ta(h/2*) Ta(h/2%)

T(h/2%) Ty(h/2%) Ta(h/2) Tk71(h/.2k71) T (h/29).
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Pri tem uporabljamo formulo:

4" Tp_1(h/2") — T4 (h/2"")

Tn(h/2") = P :

Vrednost T, (h/2%) izraSunamo tako, da:

>

> odstejemo element za eno levo in eno navzgor pomnozen z utezjo

Algoritem:
https://zalara.github.io/Rombergova.m

Natanc¢nejSa izpeljava za radovedne:

https://zalara.github.io/Rombergova-metoda.pdf

t=mm+1,m+2,... k

_1
am 1"
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https://zalara.github.io/Rombergova.m
https://zalara.github.io/Rombergova-metoda.pdf

Integracija v ve€ dimenzijah

Lo¢ili bomo primera:
1. Zanimanas [ f(x,y) dx dy, kier je Q = [a, b] x [c,d] C IR2 pravokotnik.

2. Zanimanas [ f(x) dQ, kjer je Q C RRY poljubno obmogje v RY.

V prvem primeru lahko uporabimo dve sestavljeni pravili za vsako spremenljivko
posebej. Naj bosta

a=X<XI<Xo<...<Xp=Db
in

C=Yo<y1<Yya<...<yn=d
delitvi intervalov [a, b] in [c, d] na n enakih delov in h = 2228, k = 9—¢_ Ce uporabimo
sestavljeni trapezni pravili dobimo:

f dd—dbf dd—dnth- f(x; d
Jo oy axay = [ty ooy = (3 G000+ 101,91 ) o

c Ja Cc

n—1n—1

hk
=7 Z Z (X, ¥j) + (X5, Vit ) + (X1, ¥)) + F(Xie1, Vi)
j=0 i=0
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Izkaze se, da pomnozimo istolezne koeficiente v tabeli funkcijskih vrednosti

f(Xn, Yo) f(Xn, y1) f(Xn, y2) f(Xn, Yn—1) f(Xn, Yn)
f(xn—1.¥0) fxn—1,y1) fXn—1.¥2) -+ f(Xn—1,¥n-1) F(Xa—1,¥n)
f(x1,¥0) f(x1,y1) f(xg,y2) -~ f(X1, Yn—1) f(X1,¥n)
f(xo0, ¥o) f(x0,y1) f(xo,y2) -+ f(x1,¥n-1) f(Xo0, Yn)

s tabelo koeficientov

1 2 2 ... 2 A 1
2 4 4 4 2 2
hk hk
o =— 1 2 2 1
7 o 2| | )
2 4 4 ... 4 2 2
12 2 ... 2 A 1

in sesStejemo vse vrednosti v dobljeni matriki.

Ce bi namesto sestavljenega trapeznega pravila uporabili Simpsonovega, bi morali za
tabelo koeficientov vzeti

hk T
9
. b—a d—c. 1
=——,k= =(1 4 2 4 2 ... 4 2 1
kjer je h on , k on inu ( ).
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V drugem primeru uporabimo Monte Carlo metode, ki temeljijo na dejstvu, da velja

kjer je Vol(Q) = [ 1 dQ volumen obmogja O, X = (X, ..., Xq) : QO — Q sluéajni
vektor, Eq pa pri¢akovana vrednost slu€ajne spremenljivke f( Xy, ..., Xgy). Nakljuéno

moramo torej vzorciti na obmocju Q, nato pa izraCunati povprecje funkcijskih vrednosti.

Za dovolj veliko nakljuénih tock bo povprecje dobra ocena za vrednost integrala.
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Poglavje 6
Numericno resevanje
diferencialnih enacb



Diferencialna enacba
Diferencialna enacba (DE) je enacba oblike:

Ce je x = x(t) ali

Cejey =y(x).

V DE poleg neodvisne spremenljvike t (0z. x) in odvisne
spremenljivke x (0z. y) nastopajo $e odvodi odvisne spremenljivke x,
L, xM oz y!, ., y(M),

Resitev DE je (dovoljkrat odvedljiva) funkcija, ki zados¢a enacbi.
Red DE je stopnja najviSjega odvoda, ki nastopa v DE.
Primer

> y'=y, y +5xy=38x

> Xx+x=0, X-+ax+bx=Acoswt
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SploSna resitev diferencialne enacbe reda n je druzina funkcij,
odvisna od n parametrov, ki so vse resitve diferencialne enacbe.

Primer
Resimo DE y’ = y.

ay _ dy _ JQ_J
dxfy:> yfdx¢ yfdx

= log(ly)=x+C, CeR
= y=Ke*, KeR

-1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3
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Partikularna reSitev je posamezna reSitev iz te druZzine.
DoloCena je z n dodatnimi pogoji, na primer z za¢etnimi pogoiji:

x(t) = a0, x(t)=ai,..., x"V(t)=an

Zelo malo DE je analiti¢no resljivih. Mednje sodijo:
» DE z locljivima spremenljivkama
» Linearne DE
» DE zelo posebne oblike

Vecina DE ni analiticno resljivih. Te reSujemo numeri¢no.
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Numeric¢no reSevanje DE
Na intervalu [a, b] reSujemo DE prvega reda

y'=fx,y), yla) =yo. (1)
Interval [a, b] razdelimo z zaporedjem toCk

Aa=Xg< X1 <Xo<...<Xn=b.
Z y; oznacimo priblizek za reSitev (1) v tocki x;. Oznacimo dolzino
koraka z h; := Xj, 1 — X;.
Razliko med priblizkom in to¢no resitvijo v x; piSemo z g; = y; — y(x;)
in jo imenujemo globalna napaka v x;.
Razliko med priblizkom in to¢no resitvijo DE
2/ =1(x,2), z(Xi1)=Yi1 (2)
v xj piSemo z {; = y; — z(x;) in jo imenujemo lokalna napaka v x;.
Globalno napako lahko ocenimo s pomocjo lokalnih napak:
gil < [e]+ 1€ + ...+ [€].

Red metode je $tevilo p € N, ki zado$&a ¢; = Ch?™" + O(h5*?) za
vsaki=1,..., n. 19/18



Eulerjeva metoda
Pri tej metodi v vsaki toCki x; uporabimo linearno aproksimacijo
funkcije. Resitev na intervalu [x;, x;. 1] nadomestimo z odsekom
tangente na graf resitve v tocki x;:

Yie1 = Yi+ hi- f(xi, yi).

FRAVA e=tirey R, Al = e
PRavA ES eV 4 =R W)
PRAVA RES\TEV B, (a()‘»q):r\d“

\a); 3\( ) 5 B\‘”>= Yo
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Koda 1: Algoritem Eulerjeve metode
funkcija f(x,y), interval [a,b], vrednost y(a) =y

Y=Y

X = Xo

h=(b—-a)/n

for i=1,..., n—1
y=y-+h-flx,y)
X=X+h

end

Ker je

2
YO+ h) =y +hy' 00 + 0y E), & b+
—

—

upoStevamo
napaka

je red Eulerjeve metode 1.
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Metode Runge-Kutta

Ideja teh metod je, da za aproksimacijo odvoda na intervalu [xp, X 1]
ne upostevamo odvoda le v tocCki x,, temve¢ neko utezeno povprecje
odvodov na [Xp, Xn1].

Primer (Metode Runge-Kutta (RK) reda 2)

Upostevamo odvoda v toCki xp, in Xp, + ch € [Xn, Xn11], kjer je

h = xp 1 — Xxp inc € [0, 1]. Priblizek y,,1 izraGunamo tako, da se
premaknemo za uteZeno povprecje premikov po tangentah v toCkah
Xn in Xp + ch:

Yoit = Yo+ b1 - (h-F(Xn, yn)) + be - (1 T(Xn + ch, y(Xn + ch))) (3)

uteZz  tangenta v x, utez tangenta v xp+ch
Upostevamo
Y (Xn + ch) & yn + chy’(Xn) = Yn + Chf(Xn, Yn) = Yn + ahf(Xn, yn), (4)
kjer je a postal prost parameter.
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Primer (Metode Runge-Kutta (RK) reda 2)
Upostevamo (4) v (3) in dobimo

Yot =Y +bi - (h- f(xn,yn)) +b2 - (h-f(Xp +ch,yn+a k). (5)
————

ki ko

Z razvojem funkcije y(xn + h) in f(x, + ch, y, + aky) v Taylorjevi vrsti
in primerjavo koeficientov pri h in h? v (5) dobimo pogoja

1=>by+ by,

1 (6)
E(fx + fyf)n = bac(fx)n + boal(ffy)n,

kier fo, (f)n, (fy)n pomenijo f(xn, ¥n), f(Xn, ¥n), fy(Xa, ¥n). Enacbi (6)
imata veliko reSitev, npr.:

> by =bo =} inc=a=1. RK metoda je:

1
Ynt1 =Yn+ §(k1 + ko),

ki = hf(Xn, yn),
ko = hf(x, + h, yn + ky).
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Primer (Metode Runge-Kutta (RK) reda 2)

> by =1,b,=0inc =a=}. RK metoda je:

Y1 = Yn + Kz,
ki = hf(Xn, ¥n),

1 1
ko = hf(x, + Eh,}/n + §k1)

Splosna RK metoda je oblike

Ynit = Yn+ biki + boko + ... + bgks,
ki = hf(Xn, ¥n),
ko = hf(x, 4+ coh, yn + k1),
ks = hf(xn + csh, yn + ki + ko),

kS:hf(Xn+CSh,yn+ k1++
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Butcherjeva tabela

RK metode (7) v kompaktni obliki shranjujemo v Butcherjevi tabeli:

kier je Se

0| O

Co | Ao+ 0

C3|azs az. O

Cs as\ aSQ ds,3 ds,s—1 0
b1 bQ b3 b5—1 bSy
Co=azH,
C3 =adz 1+ asz,
Cs=ds1+dspo+...+ass 1.
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