Se nekaj metod za raéunanje (doloéenih) integralov J

Uvedba nove spremenljivke

@ Iz pravila za posredno odvajanje dobimo pravilo za uvedbo nove
spremenljivke pri raCunanju nedoloCenega integrala:

/ F(U(X))U (x) dx = [ f(u) du

Pri tem je dobro du v drugem integralu razumeti kot du = u’(x) dx, kar ustreza
diferencialu funkcije u(x).

Izracunajmo

/ tan x dx

Zapigimo [ tanx dx = [ X g

Cos X
Uvedemo novo spremenljivko u(x) = cos X.

IzraCunamo du = (cos x)"dx = —sin x dx
Torej velja [ tanx ax = [ $2X gy = — [ 1 gy

cos X

Izratunamo integral — [ 15 du=—Injul + C.

Ponovno upostevamo, da je u(x) = cos x in dobimo | tan x dx = —In|cos x| + C.
y

Izra6unajmo [ x cos(x?) dx
@ Uvedemo novo spremenljivko u(x) = x2.
@ IzraCunamo du = 2xdx
@ Torej velia [ xcos(x?) dx = 1 [ cos(u) du = Jsin(u) + C = Jsin(x?) + C.

4
IzraGunajmo [ % ax.
@ Uvedemo novo spremenljivko u(x) =1+ 2¢e*.
@ lzraCunamo du = 2e*dx
@ Torej velja
f% dx=3 [ %=Tinjul+C=1In[1+2¢"|+C=]In(1+2¢")+C. )

/\/ﬁdx, [cos(g) ax, [ﬁ —/wdx, /cos3(X)dX

’ 2
X+ 1 X +1 y




Racunanje integralov ‘po delih’ - ‘per partes’

|z pravila za odvajanje produkta dobimo pravilo za integriranje po delih (per partes)

f u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) - f v(x)u'(x) dx

[udv=uv—fvdu

oziroma

IzraGunajmo [ x - ¥ dx.
@ ZapiSemo, oziroma uvedemo novi spremenljivki

u=x dv = eX dx
l
au = dx v=e

<«

@ Dobimo [ x-eXdx=x-&"-[e dx=x-e-e"+C.

IzraGunajmo [ Inx dx.
@ ZapiSemo, oziroma uvedemo novi spremenljivki

u=Ilnx dv = dx
i) {

du=% V=x

@ Dobimo [Inxdx=x-Inx- [dx=x-Inx-x+C.

IzraGunajmo [ x -In x dx.
@ ZapiSemo, oziroma uvedemo novi spremenljivki

u=lnx dv = x dx

I I

2 2
' . e _1 = X _ X
@ Dobimo [ x-Inxdx=7%-Inx-3 [xdx=7%-Inx +C.




Se o plosgini

Plos¢ina med grafoma y = f(x) in y = g(x), f(x) > g(x) za x € [a, b], je enaka

P = fab(f(x) —g(x)) dx

Kolikéna je plod&ina med grafoma funkcij f(x) = 4x — x? in g(x) = x® - 2x?

@ NariSemo funkciji f(x) in g(x).

vvvvv

@ lzraunamo

JE(F) -g(x)) dx = [ (4x = x2 = (x2 - 2x)) dx =\ ;
= f03 (6X—2X2)) dx = |

Kako bi dolocili plo§€ino med krivuljama f(x) = sin x in g(x) = cos x na intervalu
[0,27]?

INEIS

@ Dolo¢imo kje je f(x) > g(x) in kje f(x) < g(x).
@ Zapisemo
s Sm
f04 (cosX—sinX) ax + [* (sinX—cosX) dX+f52_,Zr (cosX—sinX) ax =
)

4
s el -
= (sinx +cosx)|fF — (cosx +sinx)| F + (sinx+ COSX)‘25_W =
4 4
S (L) (0+1) - (L - L)+ (L + L)+ (0+1)- (- R - L) = 4/2.
@ |z geometrijskega razumevanja lahko poenostavimo in ugotovimo, da je iskana
57
plos¢ina enaka 2- [,* ('sinx —cosx) dx = 4./2.
4




Lastnosti dolodenega integrala
° fbaf(x)dx=—fabf(x)dx
° /a f(x) dx = 0
° fab(f(x)+g(x)) dx = /abf(x) o + /abg(x) dx
° fabaf(x) dx=a/abf(x) dx
° [abf(x) dx=/acf(x) dx + fcbf(x) dx
o Ceje fliha, je f:f(x) dx = 0.

o Cejefsodaje [ f(x) dx =2 [O " f(x) dx.
a

Povpreéna vrednost funkcije
Povprecna vrednost funkcije f na intervalu [a, b] je
1 b
R fa f(x) dx.

w je visSina pravokotnika z osnovnico [ a, b], ki ima plo&c¢ino enako kot obmocje pod
grafom y = f(x).

Ploscina pod krivuljo f(x) = sin x na intervalu [0, ] je enaka
1+

2

™ T
f sinx dx = —cos x|y = 2. \
0

0 i & & P
4

4 2
Isto plo&€ino ima na tem intervalu konstantna funkcija z vrednostjo p = %

Zato retemo, da ima funkcija sin x na intervalu [0, 7] povpreéno vrednost u = 2.

T




Uporaba integrala

@ Ploscine likov omejenih s krivuljami.
@ Prostornina vrtenine, ki jo dobimo z vrtenjem grafa funkcije f(x) > 0 na intervalu

b
[a, b] okrog x-osi je podana s formulo 7 f (f(x))? dx.
a
@ Dolzina loka grafa y = f(x), na intervalu [ a, b] je podana s formulo

fab\h +(F(x))2 dx.

@ PovrSina plasca vrtenine, ki jo dobimo z vrtenjem grafa funkcije f(x) > 0 na

b
intervalu [a, b] okrog x-osi je podana s formulo 27 / f(x)\/1+ (f'(x))2 dx.
a

y

Integral na neomejenem intervalu

Smiselno je definirati
> f(x) dx = li " £(x) dx in podobno [°_f(x) dx = I " 1) d
o [7f(x) X_MznmL (x) dx in podobno [~ f(x) X_M_')Too[/v/ (x) dx.

@ Tak (posplosen) integral ne obstaja vedno! Re¢emo, da obstaja, ¢e obstaja
ustrezna limita.

- ox

Razmislimo o pomenu f .
1 x2

/oo i M%: lim (——)|1 = I|m (——+1)—1

B M—»oo X2 M— oo
Ali v poenostavljenem zapisu

f1 dx (——)|1 _(——+1) 0+1-=1

Plos¢ina pod krivuljo je omejena in enaka 1. Integral /100 2 obstaja in

o dx
= =1.
/1 X2




ax
I
V primerjavi s funkcijo -, z na-
ra¢ajoim x-om funkcija % ve-
liko poCasneje pada proti 0. To po-
kaze tudi integral.

oo
Razmislimo o pomenu [
1

oo M
TG m, G m @Vl = fim @H-2) =
Torej (posplosen) integral ne obstaja. KrajSe bi to zapisali

1 7—<2f>|1 = (200-2) = o0

- o . o dx .
Plos¢ina pod krivuljo je neomejena. Integral [1 —— ne obstaja.

VX

Integral neomejene funkcije

Tudi ¢e funkcija f(x) v neki tocki ali na robu intervala ni omejena, lahko v€asih
govorimo o integralu na tem intervalu. Na primer, Ce funkcija f(x) v toCki x = 0 ni
omejena, je pa zvezna na vsakem intervalu [a, 1] za a > 0, lahko definiramo

° /(;1f(x) dx:,Liin)ofm1 f(x) dx

@ Tak (posploSen) integral ne obstaja vedno! Re¢emo, da obstaja, ¢e obstaja
ustrezna limita.
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Razmislimo o pomenu fo

Tax Tdx 1 ,
o VX "y fm N rgino(zﬁ”m = pim (2= 2vm) =2

Ali v poenostavljenem zapisu

1 dx 1
Jy 5 =@=(2-0)=2

T d
Plosc¢ina pod krivuljo je omejena in enaka 2. Integral /0 X obstaja in
X

1 dx V%
Ji N

ax

1
Razmislimoopomenuf —.
0 x2

V primerjavi s funkcijo T ez

manjSanjem x-a proti 0 graf funk-
cije X1—2 veliko poCasneje priblizuje
y-osi. To pokaze tudi integral.

1 dx 1 dx 1.1 1
_— = 1 —_— = |- _— = I —1 _ =
fo X2 nlvlinojr-n X2 m'ino( x)Im m'ino( +m) *

Ali v poenostavljenem zapisu

1 dx 1.1
f 7= (e e

1 dx .
Ploscina pod krivuljo je neomejena. Integral fo — e obstaja.
X




Primer uporabe odvoda / integrala - diferencialne enacbe

Diferencialne enacbe sreCamo na mnogih podrocjih razumevanja ‘naravnih
procesov’.

Zgled: Radi bi na primer razumeli Sirjenje virusa med ljudmi (v odvisnosti od ¢asa).

Neznano funkcijo, ki naj opisuje Stevilo okuzenih v ¢asu t (merjen na primer v
dnevih), oznacimo z N(t). Ce vsak okuzeni dnevno okuzi (priblizno) k zdravih,
reCemo, da je k dnevni faktor rasti. Recimo, da je ob zaCetku opazovanja Stevilo
okuzZenih enako 1. Torej N(0) =1in N(1) =1 + k.

Povecanje Stevila okuzenih je seveda odvisno od trenutnega Stevila okuzenih, od
kuznosti virusa in od socialnega obnasanja ljudi. Da je sprememba ali prirast Stevila
okuzenih sorazmeren Stevilu okuzenih bi matematié¢no natancno zapisali z
diferencialno enac¢bo

aN

— = X-N(t) oziroma N'(t) =X-N(t).

Diferencialna enacba
N'(t) = X-N(t),

zacetna vrednost N(0) = 1 in ‘dnevni faktor rasti’ k dobro opisujejo ‘Sirjenje virusa’.

Kako se Siri virus?
Resitev dobimo po korakih
@ N'(t)=X-N(t)
o =X N(t)

dN
) m_)\-dt

dN_ _
o W-[A-dt

@ InN(t) = X\-t+ C (Ker nas zanimajo zgolj pozitivne koli€ine, lahko absolutno
vrednost izpustimo.)

P N(t) — e/\t+C
o N(t) = Ae’t

V zadnjem zapisu smo konstanto e€ oznagili z A. Ce upostevamo pogoja N(0) = 1
in N(1) = k+ 1, dobimo A= 11in X = In(k + 1), oziroma N(t) = e"""(k+1) = (k 4+ 1)1,

Kaksne funkcije dobimo pri razliénih faktorjih rasti?

funkcija \k ‘ 2 ‘ 1.5 ‘ 1 ‘ 0.5 ‘ 0.2
N(t)= | 8 | 25 |2t | 1.5 | 1.2




Kaj to pomeni za Stevilo okuzenih ¢ez nekaj dni?

dni \k 2 1.5 1 05 | 0.2
N(t) = 3! 2.5! 2t 150 | 1.2¢
7 2187 610 128 17 4
10 59049 9537 1024 58 6
15 14348907 | 931323 | 32768 | 438 | 15

Nekoliko bolj zapleten primer uporabe diferencialnih enacb
Prej obravnavana diferencialna enacba
N'(t) = X-N(t),
opisuje zelo poenostavljeno naravno (eksponentno rast) na primer virusa v
‘neskonc¢ni populaciji’.

Nekoliko bolj zapletena diferencialna enacba

dN(t)

dt

_ N
- A-N(t)(1 T )

opisuje na primer Sirjenje virusa v ‘omejeni populaciji’. Konstanta Max ustreza
maksimalnemu Stevilu okuzenih.




Resitev diferencialne enacbe

MO, weofr VO
a0 N(t)(1 Max)

bi na primer pri zacetnem pogoju
N(0) = 1, koeficientu A = 2 in Max = | comonoono
4000000, namesto navadne ekspo-
nentne rasti

N(t) = e2

4000000

bila funkcija

400000062

N(t) = 3t
e2 +3999999

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16

Na grafu so (¢rtkano) prikazane eksponentne rasti pri treh razli¢nih faktorjih rasti
(zaradi eksponentne rasti je nujno uporabiti ne-linearno y-0s), z neprekinjeno
rdecCo Crto pa je nakazana reSitev diferencialne enacbe (z zasi¢enjem).

Vektorji

Kaj so vektorji?
@ Vektor je dolo¢en s smerjo in dolzino.

@ Lahko re¢emo tudi, da dve tocki dolo¢ata vek- B
tor. Poljubni tocki A (zacCetna) in B (kon¢na) do-
lo¢ata vektor.

@ Dva vektorja, ki sta vzporedna in enako dolga
sta enaka. (Imata isto smer in dolZino!)

Vektorji v ravnini ali prostoru

@ Vektorje v ravnini zapi§emo s koordinatama a@ = (a, b). Vektor @ = (a, b)
pomeni vektor od tocke (0,0) do tocke (a, b).

@ Vektorje v prostoru zapisemo s koordinatami @ = (a, b, ¢). Vektor @ = (a, b, c)
pomeni vektor od tocke (0,0,0) do tocke (a, b, ).

@ aj, a», a; so koordinate ali komponente vektorja @ = (aj,as, as).




Krajevni vektor

@ Vektor 74 = (a4, a») v ravnini imenujemo krajevni vektor toCke A(ay, a).

@ Vektor 74 = (ay, a», az) v prostoru imenujemo krajevni vektor toCke
A(a1 , 82, 33)-

@ Geometrijski pomen
Ya

A(ay,a
o (a1, a)

)
><\/

Sestevanje vektorjev
Vektorje seStevamo po komponentah.
@ Zaa=(ay,a)inb=(by,by)je
a+b=(ay,a)+ (by,b) = (ar + by, ar + by).

® Zaa=(ay,a,as) inb=(by, b, b3) je
a+b=(ay,ap,as)+ (by,ba,b3) = (& +by,a + by, as + bs).

@ Naprimerzaa=(1,2)inb=(3,-1)jea+b=(4,1).
@ Naprimerzaa=(1,2,3)inb=(3,-1,1)jea+b=(4,1,4).

Grafiéni pomen sestevanja vektorjev




Mnozenje vektorja s Stevilom (skalarjem)

Vektor mnozimo s Stevilom tako, da njegove komponente mnozimo s tem Stevilom.
Zaa=(aj,a)inacRjea-a=a-(a,a)=(a-aj,a-a).

@ Zaa=(aj,as,a)inacRjea-a=a-(ay,a,a3)=(a-ay,a-a,a-az).
@ Naprimerzaa=(2,1)in a=-1dobimo-1-(2,1) = (-2,-1).

® Naprimerza &= (2,1) in a = § dobimo - (2,1) = (1,3

@ Naprimerza a=(1,2,3) in « =3 dobimo 3-(1,2,3) =(3,6,9)

@ Geometrijski pomen (na primer za %é in —a) :




