
Diskretne strukture VSP: poskusni kolokvij

�as pisanja je 90 minut. Dovoljena je uporaba 2 listov A4 formata s
formulami. Uporaba elektronskih pripomo£kov ni dovoljena.
Vse odgovore dobro utemelji!

Ime in priimek Vpisna ²tevilka
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1. naloga (25 to£k)

Z uporabo matemati£ne indukcije utemelji, da za vsako naravno ²tevilo n > 0 velja:
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Baza indukcije:
Vstavimo n = 1 in dobimo

L = 1
3 ,

D = 3
4 − 2+3

4·3 = 9−5
12 = 1

3 .

Ker je L = D, baza velja.

Indukcijski korak:
Naj bo n poljubno naravno ²tevilo.
Predpostavimo
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Uporabimo indukcijsko predpostavko in izra£unamo
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� Baza: 3 to£ke.

� Indukcijski korak:
za zapis indukcijske predpostavke dobite 3 to£ke,
za zapis enakosti, ki jo je potrebno dokazati 4 to£ke,
za vrstico (1) 5 to£k,
za vrstici (2) in (3) 5 to£k,
za vrstico (4) 5 to£k.



2. naloga (25 to£k)

Naj bo ↓ dvomestni veznik, de�niran s predpisom p ↓ q ≡ ¬(p ∨ q).

a) (10 to£k) Preveri pravilnost spodnjega sklepa

¬q, ¬(p ↓ q) , r ⇒ ¬p |= ¬r.

Prvi na£in:

1. ¬q predpostavka
2. ¬(p ↓ q) predpostavka
3. r ⇒ ¬p predpostavka
4. ¬(¬(p ∨ q)) ∼ (2)
5. p ∨ q ∼ (4)
6. p DS(1,5)
7. ¬r MT(3,6)

� vrstice 1-3: 2 to£ki,

� vrstica 4: 2 to£ki,

� vrstica 5: 2 to£ki,

� vrstica 6: 2 to£ki,

� vrstica 7: 2 to£ki

Drugi na£in (sklep s protislovjem):

1. ¬q predpostavka
2. ¬(p ↓ q) predpostavka
3. r ⇒ ¬p predpostavka
4. ¬(¬(p ∨ q)) ∼ (2)
5. p ∨ q ∼ (4)
6.1 r predpostavka RA
6.2 ¬p MP(3,6.1)
6.3 q DS(5,6.2)
6.4 q ∧ ¬q Zd(1,6.3)
6.5 0 ∼ (6.4)

6. ¬r RA(6.1,6.5)

� vrstice 1-3: 2 to£ki,

� vrstice 4, 5, 6.1-6.5, 6: vsaka po 1 to£ko



b) (10 to£k) Ali je nabor {↓} poln nabor izjavnih veznikov? �e je odgovor da, to dokaºi, sicer
pa poi²£i protiprimer.

Nabor {↓} je poln nabor izjavnih veznikov.
Dokaz:
Prvi na£in:
Vemo, da je nabor {¬,∨} poln nabor izjavnih veznikov. Zato je dovolj, da izrazimo ¬ in ∨ z ↓.
Negacijo izpeljemo tako: ¬p ∼ ¬(p ∨ p) ∼ p ↓ p.
Opazimo, da je p ∨ q ∼ ¬¬(p ∨ q) ∼ ¬(p ↓ q).
Sedaj disjunkcijo zapi²emo tako: p ∨ q ∼ (p ↓ q) ↓ (p ↓ q).
Drugi na£in:
Vemo, da je nabor {¬,∧} poln nabor izjavnih veznikov. Zato je dovolj, da izrazimo ¬ in ∧ z ↓.
Negacijo izpeljemo tako: ¬p ∼ ¬(p ∨ p) ∼ p ↓ p.
Opazimo, da je p ↓ q ∼ ¬(p ∨ q) ∼ ¬p ∧ ¬q.
Sedaj konjunkcijo zapi²emo tako: p ∧ q ∼ (p ↓ p) ↓ (q ↓ q).

� �e ugotovite, da je potrebno dokazati, da je {↓} poln nabor izjavnih veznikov (ne ohranja
0 in 1), dobite 2 to£ki.

� �e izrazite negacijo z {↓}, dobite 4 to£ke.

� �e izrazite disjunkcijo ali konjunkcijo z {↓}, dobite 4 to£ke.

c) (5 to£k) Z veznikom ↓ izrazi implikacijo.

Vemo ºe, da je ¬p ∼ p ↓ p in p ∨ q ∼ (p ↓ q) ↓ (p ↓ q).
Upo²tevamo ²e, da je p ⇒ q ∼ ¬p ∨ q.
Dobimo p ⇒ q ∼ ((p ↓ p) ↓ q) ↓ ((p ↓ p) ↓ q).

� Za zapis enakovrednosti p ⇒ q ∼ ¬p ∨ q dobite 1 to£ko.

� Za zapis implikacije le z uporabo veznika ↓ dobite 4 to£ke.



3. naloga (25 to£k)

Ali sta izjavni formuli
∀x(P (x) ⇒ (Q(x) ∧R(x)))

in
∀x(P (x) ⇒ Q(x)) ∧ ∀x(P (x) ⇒ R(x))

enakovredni? Utemelji.

Izjavni formuli sta enakovredni, kar dokaºemo z uporabo zakonov predikatnega ra£una.

∀x(P (x) ⇒ (Q(x) ∧R(x))) ∼ ∀x(¬P (x) ∨ (Q(x) ∧R(x))) (5)

∼ ∀x((¬P (x) ∨Q(x)) ∧ (¬P (x) ∨R(x))) (6)

∼ ∀x((P (x) ⇒ Q(x)) ∧ (P (x) ⇒ R(x))) (7)

∼ ∀x((P (x) ⇒ Q(x)) ∧ ∀x((P (x) ⇒ R(x)) (8)

� vrstica (5): 6 to£k,

� vrstica (6): 6 to£k,

� vrstica (7): 6 to£k,

� vrstica (8): 7 to£k



4. naloga (25 to£k)

� (3+3 to£ke) Razloºite pojma poten£na mnoºica in kartezi£ni produkt mnoºic.

Pravilna razlaga pojma poten£na mnoºica je katerakoli od naslednjih:

� Poten£na mnoºica mnoºice je mnoºica vseh njenih podmnoºic.

� Poten£na mnoºica mnoºice A je mnoºica P(A) = {B : B ⊆ A}.

Pravilna razlaga pojma kartezi£ni produkt je katerakoli od naslednjih:

� Kartezi£ni produkt mnoºic A in B je mnoºica vseh urejenih parov (a, b), kjer je a ∈ A
in b ∈ B.

� Kartezi£ni produkt mnoºic A in B je mnoºica A×B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

� �e je razvidno, da sta de�nicijsko obmo£je in zaloga vrednosti operacije poten£na
mnoºica mnoºici, dobite 1 to£ko. Za pravilno de�nicijo dobite ²e 2 to£ki.

� �e je razvidno, da operacija kartezi£ni produkt kot argumenta potrebuje dve mnoºici,
zaloga vrednosti pa je mnoºica, dobite 1 to£ko. Za pravilno de�nicijo dobite ²e 2

to£ki.

� (3+3 to£ke) Razloºite, kaj pomeni, da je kartezi£ni produkt distributiven £ez unijo? Do-
kaºite eno od vsebovanosti.

Naj bodo A,B,C tri mnoºice. Velja naslednja enakost mnoºic

A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C). (9)

Vsebovanost (⊆) sledi iz premisleka, ki ga lahko zapi²emo v eni od naslednjih oblik:

� Naj bo (x, y) poljuben element iz A × (B ∪ C). Po de�niciji × to pomeni x ∈ A in
y ∈ B ∪ C. Torej y ∈ B ali y ∈ C. V prvem primeru (x, y) ∈ A × B, v drugem pa
(x, y) ∈ A× C.

� (x, y) ∈ A× (B∪C) ⇒ x ∈ A∧ y ∈ B∪C ⇒ x ∈ A∧ (y ∈ B∨ y ∈ C) ⇒ (x ∈ A∧ y ∈
B) ∨ (x ∈ A ∧ y ∈ B) ⇒ x ∈ (A×B) ∪ (A× C).

Vsebovanost (⊇) sledi iz premisleka, ki ga lahko zapi²emo v eni od naslednjih oblik:

� Ker sta mnoºici A × B in A × C obe vsebovani v A × (B ∪ C), je tudi njuna unija
vsebovana v A× (B ∪ C).

� Iz A×B ⊆ A×(B∪C) in A×C ⊆ A×(B∪C) sledi (A×B)∪(A×C) ⊆ A×(B∪C).

� �e ste izbrali 3 mnoºice in poskusili izpeljati neko enakost, ki povezuje × in ∪, niste
pa navedli pravilne enakosti (9), dobite 1 to£ko.

� Za (9) dobite 3 to£ke.

� Za dokaz katerekoli od vsebovanosti (⊆) in (⊇) na enega od na£inov navedenih zgoraj,
dobite 3 to£ke.

� Naj bo A mnoºica vseh 2-mestnih izjavnih veznikov.

� (6 to£k) Napi²ite en element iz mnoºice P(A× P(A)), ki ni enak ∅ ali A× P(A).

Elementi mnoºic A, P(A), A× P(A) in P(A× P(A)) so:

* A : ∧,∨,⇒,⇔, . . ..
* P(A) : ∅, {∧}, {∨}, {⇒}, . . . , {∧,∨}, . . . , {∧,∨,⇒}, . . .
* A× P(A) : (∧, ∅), (∨, ∅), . . . , (∧, {∧}), . . . , (∨, {∧,∨}) . . .



* P(A× P(A)) : ∅, {(∧, ∅)}, {(∧, {∧})}, . . . , {(∧, ∅), (⇒, {∧,∨})}, . . . , A× P(A).

* Za katerikoli element iz P(A× P(A)), ki ni ∅ ali A× P(A), dobite 6 to£k.
* �e elementa iz P(A × P(A)), ki ni ∅ ali A × P(A), niste navedli, ste pa navedli
element iz A× P(A) in napisali, da pripada A× P(A), dobite 4 to£ke.

* �e elementa iz P(A×P(A)) in A×P(A) niste navedli, ste pa navedli element iz
A in napisali, da pripada A, dobite 1 to£ko. �e ste navedli ²e element iz P(A)
in napisali, da pripada P(A), dobite ²e 1 to£ko.

� (7 to£k) Koliko elementov ima mnoºica P(A× P(A))? �tevilo napi²ite s formulo in
ga ni potrebno izra£unati.
Mnoºice A, P(A), A× P(A) in P(A× P(A)) imajo:

* A : 22
2
= 24 = 16 elementov.

* P(A) : 216 elementov.
* A× P(A) : 16 · 216 = 24 · 216 = 220 elementov.
* P(A× P(A)) : 216·2

16
= 22

20
elementov.

* Za pravilen izra£un ²tevila elementov A dobite 2 to£ki.
* Za pravilen izra£un ²tevila elementov P(A) dobite 2 to£ki.
* Za pravilen izra£un ²tevila elementov A × P(A) dobite 1 to£ko, pri £emer sta
oba odgovora 16 · 216 in 220 sprejemljiva.

* Za pravilen izra£un ²tevila elementov P(A×P(A)) dobite 2 to£ki, pri £emer sta
oba odgovora 216·2

16
in 22

20
sprejemljiva.


