Priblizki s Taylorjevimi polinomi
@ Z diferencialom smo dobili priblizek: f(xo + h) ~ f(xg) + f'(xo)h
@ Podobno s pomoéjo viéjih odvodov dobimo Se boljSe priblizke:

2 11 3
f(xo+h) = f(xp) + (XO) -h+ f(XO)h + 1 (g?)'h +

@ Znaku (klicaju’) re€emo fakulteta.
Tako npr. 3! preberemo ’tri fakulteta’. Pomen je pa razviden iz naslednjih zapisov:
1= 1
2l= 2.1=2
3= 3.2-1=6
4= 4.3.2-1=24

Natanéno pa lahko 'fakulteto’ definiramo rekurzivno:

1= 1

n! n-(n-1)!

Priblizki s Taylorjevimi polinomi - nadaljevanje
e Ce v formuli

N f”(XO) . K2 N f///(XO) . h3 .
2! 3!

f(X0+h)2f(X0)+@'h

vzamemo Xy = 0 in zapiSemo h = x (reCemo: priblizek ali razvoj v okolici 0)
dobimo: ) 5
f X " X
(0)-x . f7(0) - x .
2! 3!
@ RecCemo, da funkcijo f(x) aproksimiramo s (Taylorjevim) polinomom.
@ Taylorjeve aproksimacije za nekatere znane funkcije:

f(x) ~ £(0) + F/(0) - x +

~ X X X
@ X1+ X+ 5 + 5+ D apig
. 3 5 7 oo ( 1)N.x 2n+1
Mx— X XX EDFFETTE
® sinX=X—3r+% — 7 = Yn0 " (2nry!
2 4 6 oo (=1)1.x2N
° cosx:1—’§—[+’;—!—x—!+---=znzow
@ Iz prvega izraza pri x = 1 lahko na primer dobimo priblizke za e:
1 > 1
exld—t—t— o= —
1121 3l = n!
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Uporaba odvoda - Numeri¢no ra¢unanije nicel funkcije (Newtonova metoda)

@ VCasih je funkcija prevec zapletena, da bi
lahko z razstavljanjem ali kako drugace tocno
doloCili ni¢lo. Takrat si pomagamo z
numeri¢nim izracunavanjem nicel.

@ S pomodjo odvoda in enacbe tangente lahko
izratunamo zaporedije vse boljSih priblizkov
za niclo dane funkcije.

@ Uporabimo algoritem, ki s pomocjo formule

f(Xn) //
Xn+1 = Xn ———

- f/(xn)

pripelje do vse boljSih priblizkov za niclo.

@ Algoritem je Se posebej primeren za racunalniSko uporabo.

@ Na primer za funkcijo f(x) = % + x — 1, kjer lahko tudi eksplicitno izraCunamo
(pozitivno) niclo, bi ob zacetnem priblizku xg = 5 Ze pri x3 = 0.941 dobili ni¢lo na

tri decimalna mesta natancno.
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Integral

Se o funkcijah ...

Opazujmo pozitivho funkcijo f in njen graf.
Plos¢ina pod grafom funkcije f je oCitno

odvisna od funkcije f. /\_,/

Ce opazujemo plod&ino P(x) pod grafom
funkcije f od neke vrednosti (na primer a)
do vrednosti x, ki se spreminja oCitno do-
bimo neko novo funkcijo P(x). a z

Razmislimo, kaj lahko povemo o tej funkciji? Zakaj je funkcija P(x) narascajoca (tudi
Ce je f(x) padajoca)?
@ Je mogoce, da Ceprav o funkciji P(x) ne vemo prav veliko, lahko ugotovimo
kolikSen je njen odvod P’(x)?
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Odvod funkcije ploSc€ine pod grafom f(x)

Spomnimo se, da je odvod funkcije P(x) enak
P'(x) = lim P(x + h) - P(x)
h—0 h

Ker funkcijo P(x) poznamo
predvsem iz slike si to nariSimo (slika
desno).

f(@)

@ lzraz P(x + h) — P(x) ustreza »

plo&éini ‘modrega pravokotnika’, ki je i

priblizno enaka f(x) - h.
e Torej velja ’ vt

P(x) = lim PXEMZPOO gy
h—s0 h
Odvod funkcije ploS¢ine pod grafom f(x) je kar ...

@ Ugotovili smo torej, da je odvod funkcije plos€ine pod grafom f(x) kar funkcija

f(x).

Kaj to pomeni?

Ker je na primer (%), = x2, oziroma za F(x) = % in f(x) = x2 velja

F'(x) = f(x), nam funkcija F(x) veliko pove o plos¢ini pod grafom funkcije
f(x).

Ob pogledu na prejSnjo skico bi na primer F(3) bila ploS¢ina pod grafom f(x)
med ain 3. Lahko si predstavljamo, da je a dovolj dale¢ na levo, oziroma, da bi
ploScino pod grafom f(x) na primer med 1 in 3 izraCunali preprosto z razliko
F(3)-F(1).

Plog&ino pod grafom f(x) = x° na primer na intervalu od 0 do 2 bi izragunali
preprosto kot F(2) - F(0) = 8, kjer je F(x) = %

Opazimo tudi, da bi povsem isti rezultat dobili, Ce bi vzeli F(x) = % +C.




Nedoloceni integral

Ce velja
F'(x) = f(x)

potem je ploS€ina pod grafom f(x) med ain b kar enaka
F(b) - F(a).

Zato je pri dani funkciji f(x) iskanje take funkcije F(x), da velja F'(x) = f(x)
zelo pomembno.

Pri dani funkciji f(x) iskano funkcijo F(x) imenujemo primitivna funkcija
funkcije f(x) ali nedoloc¢eni integral funkcije f(x).

Nedoloceni integral funkcije f(x) oznacimo z znakom

/ f(x)dx

Opazimo, da Ce je F(x) primitivna funkcija f(x), je F(x) + C tudi primitivna
funkcija f(x).

Lastnosti nedoloCenega integrala
NedolocCeni integral je torej pomemben postopek iskanja funkcije, ki omogoca
izraCun plo&cine pod prvotno funkcijo.

NedolocCeni integral ... pomeni iskanje funkcije, katere odvod bo prvotna
funkcija.

Tabela odvodov je, e jo razumemo v obratni smeri, hkrati tabela nedolo¢enih
integralov.

Lastnosti za nedoloCen integral sledijo iz lastnosti odvoda. Na primer, ker velja

(F(x) +G(x)) = F'(x) + G'(x)

velja tudi
/ (f(x) +g(x))dx = [ f(x)dx + / g(x)dx.
In ker velja
(aF(x))' = aF'(x),
velja tudi

/af(x)dx=aff(x)dx.




Tabela elementarnih integralov

Iz tabele elementarnih odvodov sledi:

/x"‘ dx = 1 Xt
a+1
fexdx=eX+C

/cosx dx =sinx+C

+C,a = -1

[ade:i+c
Ina

fsinx dx =—-cosx+C

d
f S X C f o =—ctgx+C
cos? x sin® x
/—dx inx+C /——dx x+C
= arcsin = arccos
V1 -x2 V1 -x2
d —
X = arctan X + C i =arcctg X + C
d
[ X _nix|+C
X
4
Opozorilo !
Razmislimo: Ali iz prejSnjih formul
[ 22 inx+C in [ —ox x+C ter
———————— = arcsin ——— = arccos
V1-x2 V1-x2
ax . —dx
—— =arctan x+ C in / =arcctg X + C

sledi arcsin X = — arccos X in arctan x = —arcctg X ?

NE, velja pa, da se funkciji arcsin x in —arccos x ter arctan x in —arcctg x razlikujeta le

za konstanto.

y

Dinamic¢na vizualizacija https://www.geogebra.org/m/vphuwdvg V https:/www.geogebra.org/m/veaekmg5
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Doloceni integral
Spoznali smo in se dogovorili
@ Ce velja F'(x) = f(x) reCemo,
@ da je odvod funkcije F(x) enak funkciji f(x) , ali tudi

e da je funkcija F(x) nedoloceni integral (ali primitivna funkcija) funkcije f(x) in
zapisemo

F(x) = f F(x)dx;
@ in ploscina pod krivuljo f(x) na intervalu od a do b je kar enaka F(b) — F(a).
@ |zraz b
F(b) - F(a) = fa F(x)dx
imenujemo doloceni integral funkcije f(x) v mejah od a do b.
o Zapisemo tudi [° f(x) dx = F(b) - F(a) = F(x)|".

@ Doloceni integral [ab f(x)dx pomeni plos¢ino pod grafom f(x) na intervalu od a
do b.

@ Formuli b
fa f(x) dx = F(b) - F(a) = F(x)|°

recemo tudi Newton-Leibnizova formula.

Nedoloceni integral kot ‘doloCeni integral’

Za funkcijo f(x) lahko nedoloCeni integral

F(x) = f f(x) dx
zapiSemo tudi kot

F(x) = fxf(t) dt.
Funkcija

F(x) = fxf(t) it

je torej nedoloceni integral funkcije f(x) - torej velja F’(x) = f(x).

Ponovimo
e Ce velja F’(x) = f(x) potem je plo&&ina pod grafom f(x) med ain b kar enaka
F(b) - F(a).
@ To velja tudi za funkcijo f(x), ki ni nujno pozitivna, le da je treba na tistih delih,
kjer je funkcija negativna, ploscino Steti negativno.
@ Na primer za funkciji F(x) = % —xin f(x) = x3 -1 velja F'(x) = f(x). Ce
govorimo o plo&¢ini ‘pod f(x)’ med 0 in 1 izraGunamo F(1) — F(0) = —%, kar

pomeni, da je plod&ina med grafom f(x) in koordinatnima osema enaka 2,
predznak pa pove, da je ta ploS¢ina pod abscisno osjo, oziroma, da je na tem
intervalu f(x) negativna.




Doloc€eni integral in plos€ina

V kak8nem odnosu sta torej doloceni integral funkcije in plos€ina med x-osjo in
funkcijo?

o b
o Ceje f(x) > 0zavse x < [a,b], je P:[ f(x) dx,
a

b
e teje f(x)<0Ona [a,b],jeP:-f f(x) dx.
a

Doloceni integral in plos¢ina - nadaljevanje

Doloceni integral funkcije ‘plos$¢ino nad x-osjo pristeva’, ‘plos¢ino pod x-0sjo pa
od8teva’. Ob primeru funkcije f(x) na sliki,

.-’J'

0.6 0.6
202 1

0.4

Jlx)

kjer so na grafu oznaCene ustrezne plos€ine ’krivocrtnih likov’ lahko zapiSemo
naslednje dolocene integrale

o /) f(x)dx=-03 o [Zf(x)dx=0.6
o /1 f(x)dx=0.3 o [Zf(x)dx=03
o /2 f(x)dx=0.9 ° j_22 f(x)dx=0.7




Drugi pogled na doloceni integral

Za dovolj lepo (na primer zvezno) funkcijo f(x) na intervalu [a, b]

@ najprej interval [ a, b] razdelimo na n pod-intervalov [ xk, Xx1],
k=0,1,...,n-1,
a=Xg<Xy<...<Xn=b

. v b-a
tako, da bo vsak interval vsak Sirine 6, = —

@ Zavsak k=0,1,...,n—-1 izberemo neko vrednost ¢k € [Xx_1, Xk ] in

n
e zapiSemo integralsko vsoto funkcije f kot >" f(c;)dn.
i=1
@ Cebizace [Xk_1, Xk ] vsakiC vzeli kar levi rob intervala, to je cx = xx_1, bi za
primera n =5 in n = 20 pomen integralske vsote lahko predstavili grafi¢no kot
nasledniji plosc¢ini

Drugi pogled na doloceni integral - nadaljevanje

Doloceni integral funkcije f(x) na [a, b] torej lahko razumemo tudi kot:

n

fabf(x) dx = lim >"f(c;)én

i=1

/@) Intuitivno to pomeni, da plo&&ino pod kri-
vuljo dobimo kot limito vsot ‘ozkih pravoko-
tnikov pod grafom funkcije’, kjer limita po-
meni, da vzamemo vse 0zje in 0zje pravo-
kotnike, kot je nakazano na sliki.
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IzraCunajmo na ta nacin doloCeni integral funkcije f(x) = x na intervalu [0, 3].

Interval [0, 3] razdelimo na n enakih delov. Vsak del ima Sirino d, =

Slw

Delilne tocke so potem i- 2 zai=0,1,2,...,n

@ Cezacie[(i-1)-2,i-3]vzamemokar ¢; = i- 2, potemje f(c;)) =i-2 in
f(c)on=1i-2-2 =5,
@ Dobimo
3 . 4.9 1 & 1 n(n+1) 9
Ji x=lim Dite =9 lim 52 i=9lm =5
@ Rezultat ustreza dolo¢enemu integralu izraCunanemu po Newton-Leibnizovi
formuli
3 X2 3 32 02 9
[ xdx=—| = — - — = —
0 2, 2 2 2
Izradunajmo
[(1 ~x2)2 dx

[01(1 - x?)2 dx

f02(1 —x2)2 ax

[_11(1 —x2)2 ax

/:22(1 - x?)2 dx

Izracunamo nedoloceni ntegral

[(1—x2)2 dx:f(1—2x2+x4)dx:x—§x3+%x5+c.




Od tu dobimo

1 1
[(1—x2)2dx=(x—gx3+1x5) =1—E+1—(0—0+0)=£
0 3" "5 /|, 35 15
2 2 1 2 1 2 4
f(1—X2)2dX=(X——X3+—X5) :2——6+3——(0—0+0)=—6
0 3" 57, 3 5 15
] 1
/(1—x2)2dx=(x—gx3+1—x5) =1—g+1—(—1+g—1)=E
i 3" 5] 35 3 5 15
» 2
/(1—x2)2dx=(x—zx3+1xs) _ _ 16 %_(_2+E_§)=%
) 3 5 ) 3 5 15




