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Visanje stopnje aproksimacije

Vi$anje stopnje interpolacijskega ne izbolj$a vedno aproksimacije funkcije s
polinomom. Znan je Rungejev primer, ko funkcijo f(x) =

152 interpoliramo na

intervalu [—5, 5] z ekvidistantnimi tockami, tj.

n—1

1 2
Xo = —5, x1:—5+10-5, x2:—5+10~E, ..oy Xp—1 = —5+10: Xn = 5.

Pri¢akujemo, da se bo interpolacijski polinom vse bolj prilegam nasi funkciji. Izkaze pa
se, da temu ni tako. Ce interpoliramo v to¢kah CebiSeva

— 7 o 37t - (2n+1)m
X075cos<m>, X175cos<m), L Xn75cos<m>,

pa z visanjem stopnje res dobimo boljSe prileganje.

Toda: Za kateri koli nabor toc¢k obstaja funkcija, za katero z viSnjam stopnje
interpolacijskega polinoma ne dobimo boljSega prileganja.

problema viSanja stopnje polinoma je uporaba zlepkov polinomov nizkih
stopenj. Najbolji so kubicni zlepki.
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Primer:

https://zalara.github.io/Runge.m

Za delovanje zgornje skripte potrebujete Se skripti:
https://zalara.github.io/vrednostIP.m
https://zalara.github.io/deljeneDif.m

Ti dve skripti namre¢ interpolacijski polinom in njegovo vrednost radunata v stabilnejSi

Newtonovi bazi. Za radovedne je racunanje Newtonovega interpolacijskega polinoma
razlozeno tu:

https://zalara.github.io/Newtonov-interpolacijski-polinom.pdf

/11


https://zalara.github.io/Runge.m
https://zalara.github.io/vrednostIP.m
https://zalara.github.io/deljeneDif.m
https://zalara.github.io/Newtonov-interpolacijski-polinom.pdf

Aproksimacija po metodi nagmanlsm kvadratov

Za funkcijo, podano v n tockah (xo, ¥o), Xn, ¥n), i8€emo polinom py stopnje k <
za katerega ima izraz
n

Ersa = | 2_(Pk(xi) — ¥i)?

i=0

najmanjo vrednost. Ce zapi$emo na dolgo:

n
Eisq = JZ(ao +ax + ..+ axf —yi)2
i—0

Torej iS¢emo ekstrem funkcije ve¢ spremenljivk. Iz analize vemo, da je potreben pogoj

za ekstrem
0Eiso _ 9Eiso _  _ 9Eiso _

GEN) 0a4 oak

Naj bo

2

Si=Xo+...+X So=X+..+x2 2k

Sgk:X§k+...+Xn

Dobimo normalni sistem:

n S So . Sk ap ZI 0Yi
ST S S§3 ... Skt a Z: o}’:Xl
2  S3 S4 ... Sky2 a | _ | Yiloyx? ™)
Sk S s ... s a Nk
k  Sk+1  Sk+2 2k k 2 itoViX{

ki pa je pri velikem stevilu to¢k lahko slabo pogojen. /11



Predoloc¢eni sistemi

Problem iz prej$nje strani je poseben primer t.i. predolocenega sistema:
Za matriko A € R"™™, n > m, in vektor b € R", i§¢emo vektor x € R™, ki zadosca:
Ax = b. 2)

Kadar je n > m, to€na reSitev sistema (2) najverjetneje ne obstaja. Zato nas navadno
zanima reSitev po metodi najmanjsih kvadratov:

Poisci x € R™, ki minimizira ||Ax — b||2. (3)
Trditev

Naj bo rank(A) = m. Resitev sistema (2) po metodi najmanjsih kvadratov je x € R™,
ki resi t.i. normalni sistem:

ATAx=ATb. 4
mxm mx1

Dokaz.

Vektor x, ki minimizira ||b — Ax]||2, je tisti, za katerega je b — Ax pravokoten na vsak
stolpi¢ni prostor oz. sliko matrike A. To pa pomeni, da mora biti skalarni produkt
vsakega stolpca A z vektorjem b — Ax enak 0. To lahko v kompaktni obliki zapiSemo

kar kot AT (b — Ax) = 0. S preoblikovanjem tega pogoja dobimo (4). Iz predpostavke
rank(A) = m dobimo rank(A)TA = m in zato je sistem (4) resljiv. O
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QR razcep

Tezava, ki se pojavi pri reSevanju normalnega sistema (4), je numeri¢na stabilnost. V
prvem poglavju smo spoznali, da raéunanje skalarnega produkta v sploSnem ni
stabilna operacija. Do tezav pride v primeru skoraj pravokotnih vektorjev u, v, ko je

relativna napaka w zaradi deljenja z majhnim Stevilom lahko zelo velika.
Resitev tega problema je uporaba t.i. QR razcepa matrike A.

Definicija

QR razcep matrike A € R"™ ™ sta ortogonalna matrika Q € R™™ (QTQ = Ip) in
zgornjetrikotna matrika R € R™*™, ki zado$c¢ata

A=QR. (5)

1z (5) sledi, da se sliki matrike A in Q ujemata. Pogoj ortogonalnosti matrike Q pa
pomem da so njeni stolpci normirani (tj. dolzine 1) in paroma pravokotni. Ce oznagimo

zay,...,aminqy,...,qm stolpce matrik A in Q ter R = [r;1; ;, potem veljajo zveze:
_1,

G = o 1,
1

G = a(az —2q1),

(6)

1

qm = —(@m — Nmq1 — - — I'm—1,mQm—1)-

Imm
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1z (6) lahko izpeljemo enega od nadinov za izracun QR razcepa, tj. z uporabo
Gram-Schmidtove ortogonalizacije (GSO):

A=1[ay,...,am] je nx m matrika s stolpci aj,...,am

r1=lailz

]
Q1 = &

i
for i=2,...,m
gi=a
for j=1,...,i
T
lii=q; ai
Qi =Qqi— 1;,iq;
rii = |qill2
1
qi=7;q

> Z natan¢nim Stetjem Stevila raGunskih operacij se izkaze, da je raéunska
zahtevnost GSO %na + O(n?), kar je dvakrat draZje od radunanja LU razcepa z
delnim pivotiranjem.

> Z natan¢no analizo numeri¢ne stabilnosti se izkaze, da je raCunanje QR razcepa
stabilna operacija.
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Uporaba QR razcepa za reSevanje sistema (2)
Trditev

Najbo A € R™™M inrank(A) = m. ReSitev sistema (2) po metodi najmanjsih
kvadratov je enaka resitvi zgornjetrikotnega sistema

Rx = QTb, @)
kjer je A = QR za zgornjetrikotno matriko R in ortogonalno matriko Q.

Dokaz.
Vemo, da je resitev sistema (2) po metodi najmanjsih kvadratov kar resitev normalnega
sistema (4). Velja:
ATAx = (QR)T(QR)x = (RTQT)(QR)x = RT(QTQ)Rx = R"Rx,
ATb = (QR)™b =R"Q"b.
Sistem (4) je tako ekvivalenten sistemu RTRx = RT Q7 b. Ker je po predpostavki

rank(A) = m, je tudi rank(R) = rank(RT) = m. Zato je RT € R™*™ obrnljiva in z
mnoZenjem zadnje enac¢be z leve z (RT)~, dobimo (7). O

Opomba

>V Matlabu QR razcep matrike izracunamo z ukazom [Q, R] = gr(A).

>V Matlabu sistem Ax = b resimo po metodi najmanjsih kvadratov z ukazom
A\b. V ozadju operatorja \ je uporaba QR razcepa.
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Linearna regresija

Primer

Is¢emo premico, ki se najbolje prilega podatkom (x1, Y1), ..., (Xn, ¥Ym) po metodi
najmanjsih kvadratov. Premica je oblike y = a + bx. Torej sta spremenljivki a in b.
Sistem lahko zapiSemo v obliki

1 X1 ¥
X2 Y2
a
27|
1 Xxp % Yn
———— N——
A b

Po zgoraj napisanem je resitev (8) enaka

1
n YiLaXi { YL
Yhaxi YiLix? >y Xy

= (ATA)Y 'ATh = {

Na isti naéin pridemo tudi do sistema (1), ki smo ga navedli kot uvod v predoloéene
sisteme.
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Poglavje 4
Numericna integracija



Numeri¢na integracija

Nas cilj je izraCunati dolocCen integral

funkcije f(x). Tu je F nedolo¢en integral funkcije f.
2

15

1

05

0702 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X

Ce ne znamo izradunati nedolo&enega integrala F, smo v tezavah. Npr. za
f(x) = e, g(x) = X, h(x) = Xtanx.

Prav tako ne moremo tocno izraCunati vrednosti integrala, ¢e imamo funkcijo podano
samo na neki mnozici tock.
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