Pravila za racunanje odvodov funkcij
Ce sta f in g odvedljivi funkciji, potem velja
o (f+g)(x)=1F(x)+g(x)
o (af)(x) =af'(x)
°® (fg)'(x) = (x)9(x) +f(x)g'(x)
o ( f(x) ), _ F()g(x) - f(x)g'(x)
9(x) (9(x))?
o (f(9(x))) = (g(x)g (x) (posredno odvajanje)

, kier g(x) =0

Tudi vse te formule sledijo iz definicije odvoda:

f(x+h)-f(x)
h

el

Posredno odvajanje

@ Formula za posredno odvajanje je Se posebej pomembna in jo zelo pogosto
uporabljamo. Formulo lahko ponazorimo ’graficno’:

()

@ Primer: IzraCunati Zelimo odvod funkcije f(x) = sin(In x).

1 cos(Inx)

(sin ()), = cos () x|’ = cos(Inx) - o= !

@ lzraCunajmo (a*)’, e vemo, da je (&*)’ = &X?

° ax — elnaX — exlna
° (aX)/ — (exlna)/ — exlnalna= axlna

@ IzraCunajmo (log, x)’, ¢e vemo, da je (Inx)’ = %?

= Inx
@ log, X =105

| !
o (logyx) = (lnx) = 40 - 1




lzracunajmo odvode:
Q@ f(x)=Vx

<ﬁ>'=(x%)'—; RREICLNE
Q f(x)=Vx2-

(Vx2-1) = (GE-1)2) = 1(x®-1)"2 - (@ -1) = L(VxB=1)7" - (2x) =

_ 2x _ X
2v/x2-1  /x2-1

y
Uporaba odvoda
S pomocjo odvoda dolo¢imo narasc¢anje in padanje funkcij ter ekstreme in
stacionarne tocke.
e Ceje f'(xg) >0, je f v tocki xp naraséajoca.
e Ceje f'(x9) <0, je f v todki xo padajoéa.
@ Ceje f'(xp) =0, ima f v tocki x, stacionarno to¢ko: minimum, maksimum ali
prevoj (sedlo). V stacionarni toCki je tangenta na graf vodoravna. )
Primeri stacionarnih tock
lokalni min. lokalni max. sedlo sedlo
y
Visji odvodi

Funkcije lahko odvajamo tudi veckrat.

e Ce odvod funkcije f’ e enkrat odvajamo, dobimo drugi odvod funkcije
" (x) = (') (x).

@ Ceje f'(x9) =0in f’(xp) >0, potem je v xq lokalni minimum.
@ Ceje f'(xg) =0in f’(xo) < 0, potem je v x lokalni maksimum.

@ Ceje f'(x9) =0in f"(xy) = 0, potem iz teh podatkov §e ne znamo ugotoviti ali
je v xg minimum, maksimum ali sedlo. Ce je f"”’(xg) # 0 potem je v xg sedlo. Ce
pa je tudi f"”’(xp) = 0, moramo obravnavati Se visje odvode. Sklepamo pa

podobno kot pri zgornji uporabi prvega in drugega odvoda, le da uporabimo ‘lihi’
namesto ‘prvi’ in ‘sodi’ namesto ‘drugi’ odvod.




Primeri stacionarnih tock - ponovno

lokalni min. lokalni max. sedlo sedlo
f'(x) =0 f'(x) =0 f'(x) =0 f'(x) =0
f”(Xo)>0 f”(Xo)<0 f”(Xo)=0 f”(X())=0

Uporaba odvodov za risanje grafov

@ Prvi odvod nam pove, kje funkcija narasca, kje pada in kje so stacionarne tocke,
@ Drugi odvod pove, kako se graf krivi:

e Kjerje f(x) = 0, je f konveksna, graf funkcije f leZi nad tangento grafa,
e Ceje f"(x) <0, je f konkavna, graf funkcije f lezi pod tangento grafa.

Uporaba odvodov za risanje grafov - primeri

@
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lokalni min. lokalni max. sedlo sedlo
f'(x0) = 0 f'(x0) =0 f'(x0) =0 f'(x0) =0
f”(Xo)>0 f”(Xo)<0 f”(Xo)=0 f”(Xo)=0




Ob ravnem zidu Zelimo z 10 metrov dolgo ograjo zagraditi pravokoten prostor (kot
kaze slika). Kaksen pravokotnik naj zagradimo, da bo ploS¢ina ograjenega prostora
najvecja?

z @ Z x oznacimo S$irino in z y viSino ograjenega
prostora.
) @ Potrebujemo 2y + x = 10 metrov ograje. Torej
y=5-3.

@ Povrsinaje P=x-y. Torej P(x) = x-(5- %) =5x - 1x2.

@ Ekstrem bo dosezen pri P'(x) =5-x=0. Torejx =5in y =2.5.
@ Resitev je pravokotnik dimenzij 5 x 2.5.

y
Razi$gimo stacionarne tocke funkcije f(x) = x® — 3x + 2.

@ Izradunamo f'(x) =3x> -3=0=—=x; =1 in X = 1.

o f"(x)=6x=f"(1)>0 in f’(-1) <O.

@ (1,0) je minimum. (-1,4) je maksimum. )

KakSne oblike naj bo valjasta plo¢evinka s prostornino 11, da bomo za izdelavo
porabili najmanj plocevine?

@ Ce ima plogevinka premer 2r in vi§ino v je njena prostornina 7r2v. Ker 1 liter

ustreza 1dmd, vzamemo za enoto decimeter. Torej wr?v = 1 in izrazimo
_ 1
wre’
@ Povrsina je podana s formulo S = 27r? + 27rv. Torej
S(r)=2nr? + 2L — 2772 4 2,
re r

© S'(r)=4nr-45=-0—r= 5= =~054

\3/271'
3
_ 1 _NVem?  ag
OV—m—T—\/;_1.O8

@ Plocevinka bo torej imela premer in viS§ino oboje enako {’/g dm, kar je 10.8 cm.
y




Globalni ekstremi
Odvedljiva funkcija doseze na zaprtem intervalu [ a, b] svoj maksimum in minimum
@ v stacionarni tocki ali
@ narobu intervala

globalna ekstrema v stacionarnih tockah globalna ekstrema na robu globalni max. na robu

globalni min. v stacionarni tocki

@ Za funkcijo f(x) = x* — x? dologite niGle, intervale naras¢anja in padanja,
ekstreme, intervale konveksnosti in konkavnosti ter ¢imbolj natan¢no narisite
graf.

@ Kolikéni sta najmanij$a in najvedja vrednost funkcije f(x) = x3 - 3x + 2 na
intervalu [0,2]?

© Kmet Zeli ograditi pasnik s stirimi prekati (kot kaze slika). Na razpolago ima
6 000m ograje. KakSna naj bo ograjena povrsina, da bo povrsina pasnika
najvecja?




Naloga 1.
f(x)=x*-x2=x?(x-1)(x+1)

f'(x) = 4x3 —2x=2x(\/§X— 1)(\/§X+ 1)

o
o
@ f"(x)=12x2 -2
(*]

Nicle: 0 2.5y, 1 (1.s1)> =1 (1.51)

Stacionarne tocke: (0,0) max, (ﬁ,—%) min> (—ﬁ,—%) min

Pada: (—oo,—%) u (0, %); Naraséa: (-%,0) U (%,oo)

Konveksna: (oo, —

%) U (%,oo); Konkavna: (—%, %)

Naloga 2.
@ f(x)=x3-3x+2
@ f(x)=38x>-3=3(x-1)(x+1)
@ f"(x)=6x
@ Stacionarne tocke: (1,0) min, (—1,4) max
@ Na robovih [0,2]: f(0) =2in f(2) =4
@ Na [0, 2] funkcija zavzame minimalno vrednost 0 in maksimalno vrednost 4.




X
@ 6000 m =6 km;
oOgraja:2x+5y=6=>}/=g—%X

@ PovrSina: P(x)=x-y = X( éx)—__%
oP’(x)zg—%X=0=>X—§ 1.510n YZ%ZOB

Priblizek z diferencialom

@ Odvod funkcije f zapiSemo tudi: ' = % oziroma dy = f’dx. Pritem ima ‘dx’
pomen ‘majhne spremembe’ ali diferenciala x-a, ‘dy’ pa ‘majhne spremembe’
y-a. Ker z y oznac¢ujemo funkcijske vrednosti, lahko zapiSemo tudi df = f’dx.

@ Tangentav xg: y = f(xg) + f'(x0)(x — Xp)-

@ Tangenta se blizu xy dobro prilega grafu f. Uporabimo jo za priblizke bliznjih
vrednosti funkcije. Pomembno je razumeti geometrijski pomen
f(xo + h) ~ f(xp) + f'(xo) h, oziroma

f(x+h) ~f(x)+f(x)h

Geometrijski pomen diferenciala

@ Velja
f(x+ h)—f(x)~f'(x)h.
Manijsi kot je h boljSi je
priblizek.

@ df = f'dx velja natan¢no, ker
je h = dx infinitezimalno
majhen.

Dinamiéna vizualizacija Na https:/ggbm.at/udtmjs5p V' https://www.geogebra.org/m/veaekmg5



 https://ggbm.at/udtmjs5p 
 https://www.geogebra.org/m/veaekmg5 

@ S pomocjo diferenciala priblizno izracunajmo /0.98.

Za f(x) = v/x bi radi priblizno izracunali f(0.98).
Ker je (x) = 217 velja
£(0.98) = f(1-0.02) = f(1) + f'(1)(-0.02) =1 - 222 =1 - 0.01 = 0.99.

Napaka, ki smo jo pri tem racunu naredili je manjSa od 0.0001.

@ S pomocjo diferenciala priblizno izrac¢unajmo sin(2°).

Za f(x) = sin x bi radi priblizno izraCunali f(% .

(Ne pozabimo, da moramo rac¢unati v radianih.)

Ker je f'(x) = cos x, velja

f(%) =f(0+g5) =f(0) +f(0)g5 =0+ 1 g5 = g5 = 0.03490.

Napaka, ki smo jo pri tem raCunu naredili je manjSa od 0.000001.




