Predavanja 6
Sistemi nelinearnih enacb

Sesti sklop izrogkov

Fakulteta za racunalnistvo in informatiko
Univerza v Ljubljani

15. november 2021

1/21



Motlvacua

Vsi problemi niso teoreti¢ni niso tako enostavno resljivi kot sistemi linearnih
enacb.

> Nicel polinoma stopnje 5 ne moremo zapisati analitino.
> Kako reSevati take probleme? S ponavljanjem dolocenega postopka (iteracijo)
upamo, da se resitvam €im bolj priblizamo.

Naj bo dana funkcija f(x). Pois¢i x, ki zado$¢a f(x) =0

A~ \

Osnovna strategija reSevanja:
1. Skiciraj funkcijo.
> Postavimo zacetno domnevo, kaj je lahko nicla.
> Dolo¢imo, kje bo tezko najti nicle.
2. Za&nemo z zacetno domenovo in uporabimo nek iteracijski algoritem
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Omejitev intervala za iskanje nicle

> Nicla x je omejena na [a, b], ¢e imata f(a) in f(b) razli¢na predznaka.

> Sprememba predznaka funkcije ne pomeni, da je na tem intervalu nicle, kajti
lahko imamo na intervalu singularnost:

fla)+ \\ fa@ //

} 0 ——t

- = +
fb) + fo T

> Interval, kjer funkcija spremeni predznak, pa nam lahko vseeno sluzi kot zacetna
domneva.
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Konvergencni kriteriji za x
Zaustavitveni kriterij je odvisen od narave problema, ki ga reSujemo:
> Lahko nas zanima razdalja, kdaj velja

IXk — Xk—1] < Ox.
> Lahko pa nas zanima, kdaj velja

[f(xk )| < 8.
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true root
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Primerjava obeh konvergencnih kriterijev

Ce je f’(x) majhen v okolici niéle, je laZje zadostiti toleranci na funkcijsko vrednost.

9

N

je ' (x) velik v bliZini nicle, je mozno zadostiti toleranci na dolZino intervala, Cetudi

Cej
|f(x)| e vedno velik.

I

f(x)
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Povezava med obema kriterijama

> Kako sta kriterija na x in f(x) povezana med sabo?

> Ko x5 in xp, konvergirata proti x*, gre razmerje

f(xp) — f(xa)
Xp — Xa

proti f'(x*).
» Zato lahko pri¢akujemo, da velja
If(xp) — F(xa)| = If' (x*)|Ixp — Xal,

ko x5 in xp konvergirata proti x*.
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Iskanje nicle

Recimo, da smo dologili interval, kjer naj bi lezala nicla.

Sedaj jo moramo poiskati.

Metode:
> bisekcija,
> Newtonova oz. tangentna metoda,
» sekantna metoda,
» metoda regula falsi,
> metode fiksne tocke.
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Bisekcija

Razpolovis¢e zaCetnega intervala [a, b]
je tocka

(a+b).

N =

Xm =

Postopek:

1. Pois¢i razpolovisce.

2. lzmed dveh moznih intervalov
izberi tistega, kjer ima funkcija
razliéno predznaceni krajisci.

3. Nadaljujemo s prvim korakom.

4. Ustavimo se, ko je interval krajSi od
naprej predpisane tolerance.
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zacetni podatki: f, a, b, tol

for k=1,2,...

Xm=a+ (b—a)/2

if sign(f(xm)) = sign(f(a))
a=Xn

else
b = xm

end

if |b-al<tol, stop

end
Naj bo &, velikost intervala po n-tem koraku bisekcije. Potem velja

1 1 1 1\"
éozb—a, 512550, 5225512150, .., dn=1= 60

5n  (1\" . . _ &n
== 507<2) =2 ali n = logy 5
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n Sn Stevilo izradunov
do funkcijskih vrednosti
5 31x107? 7
10 9.8 x10~* 12
20 95x1077 22
30 9.3x1071 32
40 9.1x10° 1" 42
50 8.9x107'® 52

Algoritem in primeri:

https://zalara.github.io/bisekcija.m

https://zalara.github.io/testbisekcija.m

https://zalara.github.io/testbisekcija2.m
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https://zalara.github.io/bisekcija.m
https://zalara.github.io/testbisekcija.m
https://zalara.github.io/testbisekcija2.m

Hitrost konvergence

> Naj bo e, = x* — xp napaka.
>V sploSnem pravimo, da zaporedije konvergira z redom r, €e je

. e
lim M =C,

B enl" kjer je C konstanta.
—00 n

Posebni primeri:
> Cejer=1inC =1, potem je red sublinearen.
» Cejer=1inC < 1, potem je red linearen.
» Ceje1 < r< 2, potem je red superlinearen.
> Cejer=2inC > 0, potem je red kvadraticen.

» Cejer=23inC > 0, potem je red kubiten.

Linearen red konvergence na vsakem koraku doda eno tocno mesto.
Kvadraticen red konvergence na vsakem koraku podvoji stevilo tocnih mest.
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Newtonova oz. tangentna metoda

Iteracija:
f(xk)
Xk+1 :Xk*f,(;k)- (1)
Izpeljava:
o) T
= %
X% M X1
f(x) L

Pri trenutnem priblizku x, uporabimo funkcijsko vrednost f(xx) in odvod
f'(xx), da izraCunamo nasledniji priblizek. Enacba tangente na krivuljo v tocki
(xk, f(x)) je

y = f(x) + (X — xi) ' (X).

Ker je cilj najti x, tako da je f(x) =0,

0 = f(xk) + (X1 — Xi) £ (Xk)
in izrazimo Xy 1.
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zacetni podatki: Xy
for k=23, ...

Xk = Xk—1 — F(Xk—1)/F" (Xk—1)

if Xx znotraj tolerance, stop
end

Lastnosti tangentne metode :

> Konvergira precej hitreje kot bisekcija - red konvergence je vsaj 2 (izpeljava
sledi).

> Zahteva analiticno formulo za f’(x) - ¢e tega ne poznamo, lahko uporabimo
sekantno metodo (sledi).

> Je enostavna, Ce je f’(x) mo¢ izraunati.
> Ni nujno, da priblizki ostanejo znotraj zacetnega intervala:

i) =0

2

f(x)

Iz (1) sledi, da bo nov priblizek dale¢ vstran od prejSnjega priblizka, ¢e

je f'(xx) =~ 0.
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Hitrost konvergence Newtonove metode

Newotonova metoda ima hitrost konvergence reda 2 (kvadrati¢na konvergenca) vedno,
ko velja f'(x.) # 0. Za & med x in x, velja (sledi iz lastnosti Taylorjeve vrste)

fx) = Fx) + (e — xi)f (xi) + %(X* —x)?f" (&) = 0.

Torej je

f(x) of"(8)

Pl ek e TG =0
Sledi (e)

_ _ 2 —
Xe — X1 + (X — Xi) 7 ixk) 0.
Zato
IXe —xkpql (&)

e — x> )’
Torej je konvergenca kvadrati¢na.
Algoritem in primeri:
https://zalara.github.io/tangentna.m

https://zalara.github.io/testtangentna.m

https://zalara.github.io/testtangentna2.m
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https://zalara.github.io/tangentna.m
https://zalara.github.io/testtangentna.m
https://zalara.github.io/testtangentna2.m

Sekantna metoda

Iteracija:

Xk — Xk—1

X1 = X — F(Xi) o) = Flxeq) 2

Izpeljava:
f(b)

)

% a ‘xl b
f(a)

S pomocjo dveh zaporednih priblizkov xx_4 in Xk, za nov priblizek vzamemo
x-koordinato preseci§€a sekatne skozi tocki (xk, f(xk)) in (Xki1, f(Xkr1)) Z
abscisno osjo.

Naj bosta dana

Xk = trenutni priblizek za ni€lo, xx_1 = prejSnji priblizek za niclo.

Aproksimiramo prvi odvod z naklonom sekante skozi tocki (xk, f(xk)) in
(X1, F(Xk11)):
f(X) — F(Xk—1)

i) ~ Xk — Xk—1
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Vstavimo to aproksimacijo v (1) in dobimo (2).
zacetni podatki: Xxi=..., Xo=...
for k=2,3...
Xk41 = Xk — F(xi) (Xk — Xk—1)/(F(x) — F(Xk—1))
if je izpolnjen tolerancni pogoj,
end

Algoritem in primeri:
https://zalara.github.io/sekantna.m
https://zalara.github.io/testsekantna.m

https://zalara.github.io/testsekantna2.m

stop
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https://zalara.github.io/sekantna.m
https://zalara.github.io/testsekantna.m
https://zalara.github.io/testsekantna2.m

Lastnosti sekantne metode:
> Konvergenca je podobna tisti pri tangentni metodi, tj. r = 1.62 (izpeljavo

izpustimo).
> Ni potrebno rac¢unati odvoda f/(x).
> Algoritem je enostaven.
> Potrebujemo dva zaporedna priblizka.
> Naslednji priblizek ne ostane nujno znotraj zaéetnega intervala:
f(x)=0
f0g) L
fx) T
M o %
fxpL

1z (2) sledi, da bo nov priblizek, xx, 1, dale€ vstran od prejSnjega, ¢e bo
f(xk) = f(xk—1)-

17/21



Metoda regula falsi

(o) +

o) T

e |

~ t t
X a X1 b
f@

Metoda regula falsi je hibrid bisekcije in sekantne metode. Na vsakem koraku namre¢
izraunamo s pomocjo dveh zaporednih priblizkov a in b nov priblizek kot x-koordinato
preseci$ta sekatne skozi tocki (a, f(a)) in (b, f(b)) z abscisno osjo, potem pa za
nova priblizka a, b vzamemo interval, kjer je funkcija razli¢no predznacena.

zacetni podatki: a,b

for k=2,3...
¢c=>b—f(b)(b—a)/(f(b) —f(a))
if f(a)f(e) <O

b=c
else
a==~«¢
if je izpolnjen tolerancni pogoj, stop

© 00 N o o »~ W N

end
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Metoda regula falsi

Algoritem in primeri:
https://zalara.github.io/regulafalsi.m
https://zalara.github.io/testregulafalsi.m

https://zalara.github.io/testregulafalsi2.m
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https://zalara.github.io/regulafalsi.m
https://zalara.github.io/testregulafalsi.m
https://zalara.github.io/testregulafalsi2.m

Metode fiksne toCke

Metodo fiksne tocke dobimo tako, da enac¢bo
f(x)=0
preoblikujemo v ekvivalentno ena¢bo
g(x) = x.
Tocki x pravimo negibna toc¢ka funkcije g.
Tangentna metoda je poseben primer metode fiksne todke.
lzrek
Naj bo g zvezno odvedijiva na intervalu | = [a, b] in naj velja g(1) C I. Naj bo se

suplg’ (x)] = m < 1. Velja:
xel

> g(x) = x ima enoli¢no resitev & na |.
> Zavsak xg € | zaporedje x, = g(xn_1) konvergira proti &, pri Cemer je

mn+1

[Xny1 — &l < Ix1 — Xol

1—m
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Metoda fiksne toCke - primeri

Algoritem in primeri:
https://zalara.github.
https://zalara.github.
https://zalara.github.
https://zalara.github.
https://zalara.github.

io/iteracija.m
io/testiteracija.m
io/testiteracija2.m
io/testiteracija3.m

io/testiteracija4.m
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https://zalara.github.io/iteracija.m
https://zalara.github.io/testiteracija.m
https://zalara.github.io/testiteracija2.m
https://zalara.github.io/testiteracija3.m
https://zalara.github.io/testiteracija4.m

