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ObcCutljivost sistema Ax = b

Vprasanje. Denimo, da smo sistem Ax = b z neko metodo
(npr. LU razcepom) resili numerino in dobili priblizek X. Kako
dober je ta priblizek?

PiSimo X = x + Ax. V resnici velja
A(x+Ax)=b+ Ab.
Ce vklju&imo $e numeri¢no napako v A, velja
(A + AA)(X+ AX) =b + Ab. (1)

IAx]
Il > Ker

Radi bi ocenili velikostni razred Ax v primerjavi z x, 1j.
je || - || neka vektorska norma.
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Izberimo vektorsko normo || - || in njej pripadajoco matri¢no
normo, tj. [|A || = maxx—1 [[Ax||. Definirajmo obcutljivost oz.
pogojenostno Stevilo obrnljive matrike A v normi ||-|:

A)=AIHIAT].
lzrek
1. Privzemimo, da je AA = 0. Potem velja:
[Ax]| |Ab]|
< K(A) T
1] o]

2. Najbo AA +# 0. Potem velja:

[Ax|| . k(A) (HAbH N IIAAH)

XIS =) B2 el AT

pri Cemer smo potrebovali predpostavki, da za identi¢no matriko | velja
||| =1 in matrika A zadosca ||A~"|| |AA]| < 1.
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Dokaz prvega dela izreka. Preoblikujmo (1) v
AAXx = Ab.
Po predpostavki je A obrnljiva, zato velja:
Ax=A"1Ab.
Torej velja ocena
lax] < A" |ab]]. (2)
Delimo (2) z ||x|| in dobimo

lax) _ AT 1Abl|
x|t~ xIE

Ker je Ax = b, sledi ||b|| = ||Ax|| < ||A]|||x||. Uporabimo to v (3)
in dobimo

3)

|ax| _ LA~ [ lab]
Ixl = I

|Ab]|

A .
<A by

(4)
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Dokaz drugega dela izreka. Neobvezen, za radovedne. Preoblikujmo

(1)v
(A + AA)Ax = Ab — AAx.
Po predpostavki je A obrnljiva, zato lahko izpostavimo A:
A(l+A"TAA)AX = Ab — AAx.
Spomnimo se formule za vsoto geometrijske vrste:

1
A+ '=——=1-qg+F - +..., Iql < 1.

14+q

Sedaj lahko oponasamo (7) za matrike in dobimo

(I+A7TAA) T = I—ATTAA+ (ATTAAP— (A 1AAPR + .

Iz (8) sledi (z nekaj utemeljevanja - mi lahko privzamemo)
N N
1—||A—TAA]|"
Pomnozimo (6) zleve zA~'innatoz (I + A=1AA) ™!

Ax = (I+ATAA) AT (Ab — AAX),

[(1+ATAA) Y| <
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Upostevamo Se (9) v (10) in dobimo

[Ax]| < 1—HA1‘AAH AT (labll + [AA] XD (11)
Delimo (11) z ||x|| in preoblikujemo:
< g a1 (Y aa)
i
T ||AA}‘|1:/|\A|A|| (umlu " ”HAAAHH)
AT A
1_|||A 1||||||A ||¢;*|<|ﬁ>7 ”HAAAHH)- :

Primer

Ce se spomnimo primera radunanja preciéa dveh premic iz prvih predavanj,
lahko vidimo, da gre za vpraSanje obcultljivosti matrik

1 1 , 1.00 0.99
A= (1 4) i Az = (0.99 0.98) '
za Kkateri velja kp(A1) = 1 in ka(Az) = 3.9 - 104, Kkjer k» oznaduje obéutljivost v
spektralni normi.
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lterativhe metode za reSevanje Ax = b
Doslej smo iskali tocno resitev x* sistema

Ax = b. (12)
Odslej nas bodo zanimali samo priblizki X to¢nih resitev x*.
Naprej si bomo izbrali € > 0 in iskali X, ki zado$¢a pogoju

% — x| < e.

Prednosti iterativnih metod pred direktnimi:

» Ce je matrika A velika in ima veliko nicel, je bolje uporabiti iterativne
metode.

> Ko je rezultat znotraj vnaprej predpisane natan¢nosti, lahko kon¢amo
raCunanje. Pri direktnih metodah tega vpliva nimamo.

Recimo, da ugibamo, kaj bi lahko bila prava reSitev sistema (12)

x0) ~ x
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Kako izboljsati x(©) 2
Idealno bi pristeli pravi razliko:

kar lahko drugace zapiSemo kot

= x4+ (A7Tb —x[%))
=xO 4+ AT (b — A0y,

—_——
r(0)

Toda ta metoda ni smiselna, saj bi morali izraéunati A=,
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Kaj pa, ée bi znali aproksimariti A= ?
Recimo, da je priblizek
Q1~AT
poceni za izraCunati. Potem izraunamo
xM = x0 4 Q=10

Nadaljuiemoz k =2,3, ...

XK = xk=1 1 Q=1 (b — Ax(k=1)) (13)
—
rlk=1)
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Algoritem iterativnih metod

1 A je dana nxn matrika, ki jo aproksimiramo z
matriko Q, in nx1 vektor b.

2 Izberi zacetni priblizek x =x®, toleranco
dovoljene relativne napake tol in maksimalno
stevilo Kmax korakov iteracije.

4 x(Mv) —
5 for K=1 to Kmax

6 r=>b— Ax

7 if ”X(#)”*X” < tol, stop
8 else

9 x = x(nov)

10 xMoV) — x + Q7 'r

11 end

12 X = x(Mov)
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Jacobijeva iteracija
Aproksimiramo A = [aj];; z diagonalno matriko

ais 0 - 0
D= 0 doo ’ :
S
0 0 am
Ce pisemo
A=S+D+2Z (14)

kjer je S strogo spodnjetrikotna matrika in Z strogo
zgornjetrikotha matrika, potem (13) postane

xK) = xk=1) L p=1(p — Sxk=1) _ pxlk=1) _ Zx(k=1))
= xk=D 1 p~1p — D71ox k=1 — x(k=1) _ p=1 7y (k=1)

=D (b — Sxlk=1) — Zx(k=1)y,
(15)
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Pisimo

, , . NT
xU) = (Xm I x,S”)
Po komponentah (15) pomeni
b« (& (k-
x,.(k) == ) x k=1, (16)
ai . “— .\aj)
j=1,j#i

Torej vsak preskok (iz k — 1 na k) potrebuje O(n) operacij za
vsak element novega vektorja.

Ce so v vsaki vrstici vsi razen najve& m koeficientov ajj
nenicelnih, potem za vsak korak iteracije potrebujemo O(mn)
operacij.

Algoritem in primeri:
https://zalara.github.io/jacobi.m
https://zalara.github.io/testjacobi.m

https://zalara.github.io/testjacobi2.m
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https://zalara.github.io/jacobi.m
https://zalara.github.io/testjacobi.m
https://zalara.github.io/testjacobi2.m

Gauss-Seidlova iteracija
Najbo A = [a;];j = S+ D + Z kot v (14). A aproksimiramo s
spodnjetrikotno matriko

aiq 0 s 0

a4 a ' :
sip-|® @

an1 -+ @dnpn—1 @nn

Potem (13) postane
xK) = x&=1 4 (D + 8) (b — (S + D)xk=1) — zx(k=1))
=x*kV 4 D+8) "b—xk1 (D4 8) " zxk-1)
= (D+8) '(b—2zx"M),
(17)

Algoritem in primeri:
https://zalara.github.io/gaussseidel.m
https://zalara.github.io/testgaussseidel.m

https://zalara.github.io/testgaussseidel2.m
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https://zalara.github.io/gaussseidel.m
https://zalara.github.io/testgaussseidel.m
https://zalara.github.io/testgaussseidel2.m

Pomnozimo (17) z leve z D + S in dobimo

(D + S)xK) =p — Zzxtk=1). (18)
Odstejemo Sx*) od obeh strani (18) in dobimo

DxK) = p — zxk=1) _ gx(K)

0z.
xK) = D=1 (b — Zxk=1) — gx(K)y. (19)

Po komponentah (19) pomeni

Lk _ b i aj\ k) i i) (k1| op)
i g a: ] A )

a
Tj=t<i N j=1j>i N7

Torej vsak preskok (iz k — 1 na k) potrebuje O(n) operacij za vsak element
novega vektorja.

Ce so v vsaki vrstici vsi razen najve¢ m koeficientov a; nenicelnih, potem za
vsak korak iteracije potrebujemo O(mn) operacij.

Razlika v primerjavi z Jacobijevo metodo je ta, da so popravki shranjeni v
obstoje¢em vektorju in ne potrebujemo Se enega dodatnega vektorja. Tako
pridobimo precej prihranka v spominu.
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Konvergenca iterativnih metod

Brez dokaza navedimo trditev, ki zagotavlja, kdaj bo Q dobra izbira za
aproksimacijo matrike A.

Trditev
Iteracija

xK = xk=D L@ b—Axk-y = (1—Q A xk D+ Qb
f

konvergira za poljuben zacéetni vektor x°) natanko tedaj, ko ima
matrika T vse lastne vrednosti po absolutni vrednosti manjse
od 1.
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Dokaz. Pisimo e®) = x* — x(k) za napako k-tega priblizka. Iz
xK) — (k=1 + qu(kq)’

sledi

*

x* —xH) = xr — xk=1 @tk (21)
(21) prepiSemo v
el =elk=1 Q7 "Ae*") = (|- Q TA)elk") (22)
Rekurzivno uporabljamo (22) in dobimo
e =(1-Q 'ARe B =(1-Q APk = .. =(I-Q "A)ke.

Radi bi, da zaporedje
e =(—-Q'A)ke!®

konvergira.
Kdaj zaporedje ax = c* konvergira? Odgovor: natanko za |c| < 1.

Podobno, nasa iteracija konvergira
le® ] = (- Q 'A)e@| < [II—Q T A[Xe

natanko tedaj, ko je ||| — Q~'A|| < 1. To pa je res ravno v primeru, ko so vse

lastne vrednosti matrike | — Q~'A manjSe od 1. ]
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Kdaj Jacobi in Gauss-Seidel gotovo delujeta?

Matrika je diagonalno dominantna, Ce za vsak i velja |a;| > 2711#,- |al.

Izrek

Ce je A diagonalno dominantna, potem Jacobijeva in
Gauss-Seidlova metoda konvergirata za kateri koli zacetni
priblizek x(9).

Dokaz za primer Jacobijeva iteracije. Kot doslej pi§imo A =S + D + Z.
Velja

T,=1-Q'A=1-D"(S+D+2)=D"(S+2).

Najbov=(vi ... Vv, )T lastni vektor za T. i-ta komponenta vektorja
T,v je enaka

1
a (viaip + ...+ Vi@t + Vig18iic1 + ...+ Vaa@in) -

1l

Sledi

.1 n
1oVl < o WVl 3 gl < 1Vl
j=1j#i
Torej so vse lastna vrednosti T, manjSe od 1. O
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SOR iteracija

Gauss-Seidlovo iteracijo za reSevanje linearnih sistemov

Ax = b se da pospeSiti z uporabo t.i. SOR metod. Korak
iteracije je oblike

xK = T,xk=1 1 ¢,
kierjew > 01in

Tw = (D+wS) '[(1—w)D—wZ],
cw=w(D+wS) 'b.

Algoritem in primeri:
https://zalara.github.io/sor.m
https://zalara.github.io/testsor.m

https://zalara.github.io/testsor2.m
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https://zalara.github.io/sor.m
https://zalara.github.io/testsor.m
https://zalara.github.io/testsor2.m

