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Izjavne formule

Izjavne formule so definirane induktivno:

© Atomi so izjavne formule.

@ Cesta W in V izjavni formuli in je x spremenljivka, potem so tudi

(W), (WA V), (W V V), (W= V), (W e V),...

BxW) in (Vx W)

izjavne formule.
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Doseg kvantifikatorjev, vezane in proste spremenljivke

o Doseg kvantifikatorja je najmanjsi moZen:
gremo desno od kvantifikatorja in njegove spremenljivke toliko
&asa, dokler ne dobimo izjavne formule.

@ V formuli imamo vezane in proste spremenljivke:
o vstop spremenljivke x je vezan, &e se ta x nahaja v dosegu (obmogju

delovanja) kvantifikatorja Vx ali 3x,

o vstop spremenljivke, ki ni vezan, je prost.

o Kvantifikator veZe svojo spremenljivko in proste spremenljivke z istim
imenom v svojem dosegu.

e Kvantifikatorji imajo kot negacija.
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Doseg kvantifikatorjev; vezane in proste spremenljivke

Dolo¢i doseg kvantifikatorjev in odlo¢i, katere spremenljivke so vezane in katere proste:

o Vx P(x,y) A Q(x,y),

Resitev: Vx P(x, y) A Q(x, ).
~————
doseg kvantifikatorja V' x

Spremenljivka x je vezana, spremenljvki y in x pa prosti.

o VxP(w,y) A Q(x,y),

Resitev: Vx P(w, v) A Q(x, ).

doseg kvantifikatorja V' x

Spremenljivka x je vezana, spremenljvke w, y in x pa proste.
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Primer
o Vx (P(x,y) A Q(z,y)),

Resitev: Vx(P(x, y) A Q(z,y))-

doseg kvantifikatorja Vx

Spremenljivka x je vezana, spremenljvki y in

e Vx—3yVz P(x,y, z),

Resitev: Vx—3y  VzP(x,y,z)
N———
doseg kvantifikatorja Vz

doseg kvantifikatorja 3y

doseg kvantifikatorja ¥/

Spremenljivke x, y in z so vezane.

pa prosti.
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Primer
o IxP(x,y) = Q(x) A R(y),

Resitev: Ix=P(x, y) = Q(x) A R(y)-
N———
doseg kvantifikatorja Ix

Spremenljivka x je vezana, spremenljivki y in x sta prosti.

e Ix P(x) = Vx Q(x) V P(x) A R(x) V S(y).

Resitev: Ix P(x) = Vx Q(x) VP(x) A R(x) V S(v).
—— ——

doseg kvantifikatorja Ix doseg kvantifikatorja V' x

Spremenljivki x in x sta vezani, spremenljivki x in y sta prosti.
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Interpretacija izjavne formule

Interpretacija Z izjavne formule W je sestavljena iz:

@ Neprazne mnoZice D, ki ji pravimo podrolje pogovora interpretacije.
o Vsakemu predikatu ustreza 0/1 logi¢na funkcija v D.

e Vsaki konstanti dolo€imo vrednost v D (ponavadi je implicitno
dolotena Ze z imenom konstante).

@ Vsaki prosti spremenljivki v W dolo¢imo vrednost v D, pri tem vsem
prostim spremenljivkam z istim imenom dolo¢imo isto vrednost iz D.
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Pomen kvantifikatorjev

Naj bo W izjavna formula.

e Z W(x/a) oznatimo formulo, ki jo dobimo tako, da v formuli W vse
proste vstope spremenljivke x nadomestimo z a.

w P(x) VvV 3x Q(x, y) A R(b, x)
W(x/a) P(a) vV 3x Q(x,y) A R(b, a)
Ne zamenjamo spremenljivke y in vezanega vstopa x-a.
@ Formula Vx W je resni¢na v interpretaciji Z, &e je za vsak element

podrotja pogovora d € D resni¢na formula W(x/d). Sicer je Vx W
neresni¢na.

o Formula dx W je resni¢na v interpretaciji Z, &e v podro&ju pogovora
obstaja d € D, za katerega je formula W(x/d) resni¢na. Sicer je
dx W neresni¢na.
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Preimenovanje spremenljivk

V formuli nas motijo spremenljivke z istim imenom, ki so
vezane z vel razliénimi kvantifikatorji ali pa hkrati proste in vezane. To
Zelimo resiti.

Dejstvo: &e je W formula, potem imen prostih spremenljivk ne smemo
spreminjati, &e Zelimo pridelati enakovredno formulo.

IzkaZe se: Vezane spremenljivke lahko preimenujemo tako, da ista
spremenljivka (tj. spremenljivka z istim imenom)

@ ne nastopa pri vet kvantifikatorjih,
@ ni hkrati vezana in prosta.
Slednje doseZemo tako, da vezane spremenljivke v nekem zaporedju

preimenujemo z novimi ¢rkami, ki niso prepovedane, tj. niso proste in
niso Ze uporabljene v vezanih spremenljivkah.
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Primer

Preimenuj spremenljivke v spodnji formuli v skladu z zgornjo Zeljo:

Vx3Jy (P(x,y) = Ix Q(x,y) VVy R(x,y)) V S(y).

Resitev:

o >3y (P(x,y) = IxQ(x, ) VVyR(x ) VS( ).
@ je prosta, zato jo pustimo pri miru.
@ Vezane so y, x, v, x. Preimenovali bomo v tem vrstnem redu.

Crka y je prepovedana, zato jo primenujemo v z.

@ Crka x e ni prepovedana, zato jo pustimo pri miru.

Crka v je prepovedana, zato jo primenujemo v w.

Crka x je prepovedana, zato jo primenujemo v t.

Dobimo Yt3w (P(t, w) = Ix Q(x, w) VVzR(t,z)) V S( ).
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Enakovredne izjavne formule

@ lIzjavni formuli W in V sta enakovredni, & imata isto logi¢no
vrednost v vseh moZnih interpretacijah. To oznalimoz W ~ V.

@ Interpretacija formul W in V pomeni, da vse predikate, konstante in
spremenljivke hkrati izbiramo iz podroja pogovora. Tudi
pomen predikatov v obeh formulah mora biti

@ lIzjavna formula W je:

o splosno veljavna, &e je resnina v vsaki interpretaciji.

e neizpolnljiva, e je neresni¢na v vsaki interpretaciji.

@ Splo3no veljavne in neizpolnljive izjavne formule so ustreznice
tavtologij in protislovij v predikatnem racunu.
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Zakoni predikatnega racuna

Pomembni pari enakovrednih izjavnih formul:

@ de Morganova zakona:

-Vx W ~ dx =W
—dx W ~ Vx =W

© zamenjava istovrstnih kvantifikatorjev:

VxVy W ~ VyvVx W
dAxdy W ~ dydx W

© distributivnost:

VYx(WAV)~VYxWAVYXxV
Ix(WVV)~IxWVIxV
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Zakoni predikatnega racuna z omejitvami

Ce se x ne pojavi prosto v formuli C, potem veljajo naslednje
enakovredosti:

@ kvantifikator in disjunkcija:

Vx(CV W)~ CVVxW
Ix(CVW)~CVIxW

@ kvantifikator in konjunkcija:

Vx(CAW)~CAVYXW
IX(CAW)~ CAIXW
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Preneksna normalna oblika (PNO)

Visako formulo lahko enakovredno zapisemo tako, da se kvantifikatorji
nahajajo samo na zaletku.

Formuli iz trditve pravimo preneksna normalna oblika (PNO) dane izjavne
formule.

Postopek za preoblikovanje v PNO:
@ Preimenujemo spremenljivke.
@ Znebimo se = in <, raje imamo —, A in V.

@ lzvletemo kvantifikatorje na zacetek z uporabo zakonov predikatnega
racuna.
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Primer

Preoblikuj naslednjo izjavno formulo v preneksno normalno obliko:

Vx A(x) V 3x B(x) = D(x) A 3x D(x)
Resitev:
e VxA(x) V3IxB(x) = D(x) A IxD(x).
° ((vwA(w))V (32B(2))) = (D(x) A (3yD(1)))-
~((vwA(Ww)) Vv (32B(2))) V (D(x) A By D(1)))-
° (Bw=A(W)) A (vz2=B(2))) v (D(x) A (3y D(1)))-
o w ((-A(w)) A (Vz=B(2))) V (D(x) A By D(1)))-
o Iz ((=A(w)) A (=B(2))) v (D(x) A 3y D(v)))-
o 3wz ((=A(w)) A (=B(2))) v 3y (D(x) A D(v)).
o Jw (Vz ((-A(w)) A (=B(2))) V v (D(x) A D(1)))-
o Fuvz (((~AW) A (=B(2))) V 37(D(x) A D()))-
o IwWz3y (((=A(w)) A (=B(2)) v (D(x) A D()))-

z
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