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ResSevanje trikotnih sistemov

Spodnje in zgornjetrikotna matrika L in U imata naslednjo

obliko:
t1 0 0 U1 Ug2
| |t e : U= 0 Uz2
0 .
€n1 enn 0

Trikotna sistema

Uin
Uzn

Unn

zlahka re$imo s premo substitucijo oz. obratno substitucijo.
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Prema substitucija - primer

Sistem
2 0 0 8
L=1|1 3 0/, b= |10
3 -1 -2 4

je ekvivalenten sistemu

2y = 8
yi. + 3y = 10
yi. — Y2 — 2y3 = 4

ReSujemo v obratnem vrstnem redu:

8
y1_§_41
1 6
YZ—§(10*Y1)—§—2
= L4 3yiy)="2=3
Ys =5 yityel =% =
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Prema substitucija in Stevilo operacij
1 spodnjetrikotna matrika L = [{;];j, vektor b = [bj;
2 Xy =bi/l
3 for i=2...n
4 S = b,'
5 for j=1...i—1
6 S:S—f,'ij
7 end
8 Xi = 8/4jj
9 end

Stevilo osnovnih radunskih operacij:

> voprvivrstici: +:0, —:0, x:0, /:1 = > :1

» vdrugivrstici:  +:0, —:1, x:1, /:1 = > :3

> v tretji vrstici:  +:0, —:2, x:2, /:1 = 3 :5

> vrsticaj: +:0, —:j—1, x:j—1, /:1 = 3 :2j—1
n
Skupaj osnovnih ratunskinh operacij: | Y (2j—1) = n?|
=1
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Obratna substitucija - primer

Sistem
-2 1 2 9
U= 0 3 -2/, c=| -1
0 0 4 8

je ekvivalenten sistemu

—2X1 + X2 + 2X3 =
3o 4+ —2x3 = —1
4X3 =

ReSujemo v obratnem vrstnem redu:
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Obratna substitucija in Stevilo operacij

zgornjetrikotna matrika U = [uj]jj, vektor ¢ =[c];

.
2 Xn = Cn/Unn

3 for i=n—1...1
4 S =Cj

5 for j=i+1...n
6 S = 8§ — UjjX;

7 end

8 Xi = S/Uji

9 end

Stevilo osnovnih radunskih operacij:
» v zadnji vrstici: +:0, —:0, x:0, /:1 = 3 :1
» v predzadnji vrstici:  +:0, —:1, x:1, /:1 = > :83
» v predpredzadnji vrstici:  +:0, —:2, x:2, /:1 = > :5
> vrstica—j: +:0, —:j—1, x:j—1, /:1 = > :2j—1
n
Skupaj osnovnih ratunskinh operacij: | Y (2j—1) = n?|
j=1
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Gaussova eliminacija za reSevanje Ax = b

X X X X
X X X X

Prvi korak:
a
A= ap — ——an =0,
a
a
a1=agy — ——an =0,
3 3 2
a
ag1=as — —ay =0,
a

Drugi korak:

az2
azgp= Az — ——ag2 = 0,
a2

dag2
go= a42 — —ax» =0,
a2

X X X X

X X X X

—

o= dz2 —
dgp= dz2 —
Aqp= aa2 —
dzz= d33 —
gz = a43 —

O O o X
o o X x

——as,
a

>

/

>

"

o X

X
XI
X//
X//I
azy
4= 824 — 314,
aiq
azq
Aza= Az4 — —aA14,
ai
aay
Agg= Agg — — A4,
ai
az2
dg4= d34 — ——3dz4,
a2
ago
A4a= Qa4 — —— a2,
oo
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© 0O N o o » W0 N

n = o

Tretji korak:

ass aa3
y3= a4z — —as3 =0, Q4= Q44 — — A34.
asa ass

Koda 1: Gaussova eliminacija

Naj bosta dana nxn matrika A =[g];, in nx1
vektor b = [bj;

for k=1...n—1
for i=k+1...n
xmult = a,-k/akk
ax =0
for j=k+1...n
ajj = ajj — (xmult)ak,-
end
b,' = b,’ = (xmult)bk
end
end
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Stevilo osnovnih radunskih operacij za GE matrike A:

Korak k + X :
1 (n—12 (n—12 n—1
2 (n—22 (n—2)2 n-2

n—1 1 1 1
Skupaj Y2 YA X[

Stevilo osnovnih radunskih operacij za spremembo vektorja b:

Korak k + X
1 n—1 n—1
2 n-—2 n-—2
n—1 1 1

Skupaj Y [5'j X [5j
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Zj:n[n—H] in Z n+1(2n+1).

Zato

+7aA n(n—1)(2n—1)
x za A

n(n€1)
tza A n(n2 .
+zab >
xin:zab nin 1)
Cena obratne substitucije:
n(n—T1)
- 2
n(n+1)

X in:
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Sestejemo ceni obeh korakov (eliminacija vrstic in obratna
substitucija) in dobimo

n(n—1)(2n—1) n(n—T1) n(n—1)
= 6 T+ 73
_ n(n—1)(2n+5)
< in n(nf1)6(2n71) + n(n—1) + n(n;ﬂ + n(n2+1)
__ n(n’4+3n—1)
— 3

Torej je skupna cena vseh operacij

§n3+(9(n2).

= podvojen n povroCi poveCanje cene za faktor 8
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LU razcep matrike A

© 0O N o o »~ W N o=

Da lahko reSujemo sisteme Ax = b pri fiksni matriki A za razlicne vektorje b
in pri tem prihranimo na ceni raunanja, je smiselno zapisovati koeficiente iz
Gaussove eliminacija na ustrezna mesta v spodnjetrikotniku matriki L, tako
da je na koncu A = LU, kjer je U koncna zgornjetrikotna matrika iz GE.

A =lagglij nxn matrika

for k=1,..., n—1
for i=k+1,...,n
Uik = aix/ ak

for j=k+1,...,n
ajj = ajj —!Z,-kak,-
end
end
end

S podobnim Stetjem kot v GE se izkaZe, da je cena raGunanja matrike L
enaka

23 2
§n +0(n%) |

Zgornjetrikotni del matrike A, ki ostane, pa je en matriki U.
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LU razcep matrike vedno ne obstaja
Problematicni je npr. matrika
0 2 3
A= [4 5 6] .

7 8 9
Numeri¢no pa je problemati¢na tudi npr. matrika
10710 2 3
B=| 4 5 6],
7 8 9

saj ra6unalnik 10~'° zaokrozi na 0. Da pa se natan¢no povedati, kdaj razcep
obstaja. Brez dokaza navedimo izrek o obstoju.

Izrek (Obstoj LU razcepa)
Za n x n matriko A sta naslednji trditvi ekvivalentni:
1. LU razcep matrike A obstaja in je enoli¢en.
2. Leva vogalna podmatrika velikosti k x k matrike A je
obrnljiva zavsak k =1,...,n.

13/19



ReSevanje sistema Ax = b prek LU razcepa

1. lzragunamo A = LU. Cena: §n® + O(n?).
2. Redimo Ly = b s premo subsitucijo. Cena: n® — n.
3. Resimo Ux = y z obratno subsitucijo. Cena: n?.
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ReSevanje sistema Ax = b prek LU razcepa

Primer

2 1 3 -4 8
-4 1 -4 7 —14
A=l2 3 5 _3| b=| 75
2 2 -7 9 —16
2 1 3 -4 2 1 3 -4 2 1 3 -4
4 1 -4 7 2 1 2 A 2 1 2 A
2 3 5 3|71 2 2 1|71 2 -2 3
-2 -2 -7 9 -1 -1 -4 5 -1 1 -2 4
2 1 3 -4 1 0 0 0 2 1 3 —4
|21t 2 ) 2 1 00 01 2 -1
i 2 -2 3 1 2 10 0 0 -2 3
1 1 1 A 1 =1 1 1 00 0 1
L U

Resimo Ly = b indobimoy = (8 2 —5 —1)'.

Resimo Ux =y indobimox = (1 —1 1 —1).
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LU razcep z delnim pivotiranjem

Pri delnem pivotiranju pred eliminacijo v j-tem stolpcu primerjamo elemente
8jj, @j11,j, - - -+ Anjs

nato pa zamenjamo j-to vrstico s tisto, ki vsebuje element z najvecjo
absolutno vrednostjo.

Menjava j-te in k-te vrstice pa je mnoZenje z leve s permutacijsko matriko Py,
ki se od identitete razlikuje le v j-ti in k-ti vrstici, ki sta zamenjani.

A =[gjljj nxn matrika

P in L identicni nxn matriki
for k=1,...,n—1
poisci g-to vrstico, ki zadosca |ag| = maxjcp<nlapl
zamenjaj g-to in j-to vrstico v matrikah A,L,P
for i=k+1,...,n
Uik = aik/akk
for j=k+1,...,n
ajj = ajj — f,-kak,-

© 00 N o o »~ W0 N o=

o
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LU razcep z delnim pivotiranjem
Dodatno delo pri LU razcepu z delnim pivotiranjem je O(n?)
primerjanj in menjav. Torej je skupna cena Se vedno

%ns +0(n?)|.

ReSevanje Ax = b prek LU razcepa z delnim pivotiranjem:
1. lzragunamo PA = LU. Cena: $n® + O(n?).

2. Redimo Ly = Pb s premo subsitucijo. Cena: n®> — n.
3. Resimo Ux = y z obratno subsitucijo. Cena: n?.

Izrek (Obstoj LU razcepa z delnim pivotiranjem)
Za n x n matriko A sta naslednji trditvi ekvivalentni:
1. LU razcep matrike A z delnim pivotiranjem obstaja.
2. Matrika A je obrnljiva.
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Ax = b prek LU razcepa z delnim pivotiranjem - primer

A=

2 1 3
4 1 -4
2 3 5
-2 -2 -7
—4

_1

- |
~ |1
243 12
2

—4

_1

~ 12
~~ 1
34 2

2

| o ‘ N=Njo
aljw - W

o=

1

—1

m\mm‘a w

3 -4

4 7

5 -3

-7 9
—4 1 —4
2 1 3
2 3 5
2 —2 -7
7 —4
1 1
2 N 2
_1 1
2 2

11 1
2 2

7 —4
1 1
2 - 2
58 1
10 2
_3 1
5 2

| | ‘ [SIEN NS
o= [SILS)] allw
llw —_
w

=

[N STEN |
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Torej:

/=

N~ B2 1o

o

Za P dobimo

(~14 7 —16 8)" indobimo

—Pb =

Resimo Ly

(—14 0

y

Resimo Ux = y in dobimo
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