Linearni sistemi in linearno programiranje

S pomocjo linearnih sistemov enacb (in neenacb) reSujemo tudi mnoge druge
probleme. V nadaljevanju opisani problemi in nacin reSevanja spadajo v poglavje
tako imenovanega linearnega programiranja.

Naloga: Na zalogi imamo 15 kg preparata P1 in 24 kg preparata P2. |1z teh
dveh preparatov meSamo ‘Cistila’ v paketih po 200 g. Pri zavojckih ‘Normal’, v
katere zmeSamo po 50 g preparata P1 in 150 g preparata P2, imamo po 2,50
EUR dobicka na zavojcek. Nekoliko kvalitetnejSi zavojcki ‘Extra’, v katere
zmeSamo po 100 g preparata P1 in 100 g preparata P2, pa prinasajo po 4,50

EUR dobicka na zavoj¢ek. Zanima nas, kako naj zapakiramo zalogo preparatov

P1in P2, da bo dobicek ¢im vedji.

y

Uredimo podatke

pri Cemer smo koli¢ine pisali v gramih, neznano Stevilo zapakiranih paketov ‘Normal’,

Normal |Extra|Zaloga

P1| 50 100 |15000

P2 150 | 100 {24000
Dobicek| 2,5 | 4,5
X y

oziroma ‘Extra’ pa smo oznacili s spremenljivkama x in y.

v

Podatke iz tabele zapiSemo matematicno s pogoiji:

Normal | Extra | Zaloga
P1 50 100 (15000
P2| 150 100 (24000
Dobicek| 2,5 4.5
X y
Poenostavimo:
. _1
P1:y <150 5 X
. _3
P2: y <240 5
_Dob _ 5
Y=7%5 ~gX

in skiciramo.

P1:50x + 100y < 15000
P2:150x + 100y < 24000
Dobicek = 2,5x + 4,5y

150

(90,105)

160 300

\ \PZ P1
&

Podrocje, ki je pod obema premicama je ‘dopustno obmocje’. Vsaka tocka (x, y) na
tem obmocju pomeni koli¢ino paketov Normal (x) in Extra (y), ki jih glede na zalogo
lahko zapakiramo. Premica dobicka (rdeCa) zaradi smernega koeficienta g doloCa
najvecji dobicek v tocki (90, 105), ki je enak 90-2,5 + 105-4,5 = 697, 5. Pri
podobnih nalogah je maksimum vedno dosezen v eni izmed vogalnih tock

'dopustnega obmocgja’.




@ Na voljo imamo dve vrsti ‘prehrambenih dodatkov’. V prvi, ki stane 50 EUR, je
200 enot vitaminov, 100 enot mineralov in 400 kalorij , v drugi, ki stane 30 EUR,
pa je 100 enot vitaminov, 200 enot mineralov in 400 kalorij. 'Pacient’ mora dobiti
vsaj 400 enot vitaminov, 500 enot mineralov in 1400 kalorij. S kak$no
kombinacijo obeh vrst ‘prehrambenih dodatkov’ lahko to dosezemo najceneje?

Matrike

Kaj so matrike?
Matrike so (pravokotne) tabele Stevil.

Matrika velikosti 2 x 3 je pravokotna tabela 2 - 3 = 6 Stevil, razporejenih v 2 vrstici in
3 stolpce. Na primer

1 0 -1
2 3 4

A= Aoy =

Matrika velikosti m x n je pravokotna tabela m - n Stevil, razporejenih v m vrstic in n
stolpcev

ayr a2 - ain
dpy do2 0 d2p
A= Am><n =
| @m  dmz2 - dmn |

Matrika z enim stolpcem je stolpcni vektor, matrika z eno samo vrstico je vrsticni
vektor. ReCemo tudi samo stolpec oziroma vrstica.




Racunanje z matrikami

Mnozenje matrike s Stevilom (skalarjem): Vsak element matrike pomnozimo s
Stevilom (skalarjem) (podobno kot pri vektorjih).

Sestevanje matrik: SeStevamo lahko le matrike enakih velikosti (podobno kot
sestevanje vektorjev). SeStevamo ‘istolezna Stevila’.

Ce je mogode, za matrike

—_
w

2
4 |,B=| 2 4 inC=[§ ; 3]
6 -5 2

izraCunajmo
A+B,A+C,-B,B+(-B),2-B,3-A+2-B,3-A+2-B-4.C.




MnoZenje matrik

@ Matriki Amxn in Bpxq lahko zmnoZimo, e je n = p.
@ Amxn - Bnxg = Cmxq. Pritem je c; je 'skalarni produkt’ i-te vrstice A in j-tega

stolpca B:
n
Cj = 2 aikby
k=1
2 1
—11 —1 ; 0 3 0 ’ i -6 -2 1
- & -9 -7 3
2 3 4 0 > o 1 9 -2 5
Primeri

Ce je mogoce zmnozimo:

.P 2—@% 0 ﬂ
o 1 ollo -1 1




|zracunajmo:

IzraCunajmo:

A <~

- M m

— AN ™




Lastnosti matrichnega mnozenja
Ne velja nujno A- B = B- A (primer 1. zgoraj).
IzA-B=0 nesledi A+0 ali B#0 (primer 2. zgoraj).
A-(B-C)=(A-B)-C
(A+B)-C=A-C+B-CinA-(B+C)=A-B+A-C

Enotska matrika ali identiteta: Kvadratna matrika /n velikosti m x m, ki ima
enice po diagonali, sicer pa same nicle.

Za vsako matriko Amxn velja Amxn - In = Amxn IN Im - Amxn = Amxn (primera 3. in
4. zgoraj).

Za nekatere matrike A obstaja inverzna matrika A=, za katero velja
A-A1=A1. A= (primer 5. zgoraj).

Matrike in (enoli¢no resljivi) sistemi enacb

Sistem enacb

Il
—

X+ y+ 2z

2x+ 3y+ 4z = 0
3x+ 3y+ 7z = 1
smo po sistemu Gaussove eliminacije resili
112[1 100| 7 X 7
2340 —...— | 010|-2| indobilireSitevoblike |y |=]-2
337|1 001|-2 z -2

V primeru enoli¢no resljivega sistema enacb za osnovno matriko sistema vedno
obstaja inverzna matrika.
V nasem primeru je matrika sistema

112
A=|234
337

in v primeru 5. zgoraj smo videli, da je njena inverzna matrika enaka

9 -1 -2
Al=]l-2 1 0
3 0 1




Matrike in (neresljivi) sistemi enacb

Sistem enacb

X +2y +2z =3
2y +2z =2
2x +y +z =4

smo po sistemu Gaussove eliminacije resili

1223 100(1
0222|—...—|011[1
2114 00 0|1

in dobili, da sistem nima resitev. To pomeni, da matrika

1 2 2
2 92 nima inverza.

0
2 1 1

Matrike in sistemi enacb (z veC resitvami)
Sistem enacb
X+z=1
3X-y+3z-u=2
X+y+z+uUu=2
X+y+2z=3

smo po sistemu Gaussove eliminacije resili

1 01 o1 100 10
3-13-1[2 010 1|1
1 11 12| 77 |oo1 -1t
112 03 000 0|0

in dobili neskon¢no resitev v obliki Cetvorke (t,1 +t,1 - t, —t). Ker sistem ni enoli¢no
resSljiv, to pomeni, da matrika

1 0 1 0
3 -1 3 -1 o
nima inverza.
1 1 1 1
|1 1 2 0|




Matrike in (enoli¢no resljivi) sistemi enacb - ponovno

Ponovimo: Osnovna matrika sistema enacb z enoli¢no reSitvijo ima inverz.

Inverz matrike in Gaussova eliminacija

Ce obstaja inverz matrike, ga lahko izraéunamo z Gaussovo eliminacijo

1 2 2|1 0 O 1 0 -9 8 -2
2 3 4|0 1 0 |— — O 1 0] 2 -1 0
3 3 7|0 0 1 0O 0 1 3 -3 1
Inverz matrike in Gaussova eliminacija - izraéun
1 2 211 0 O
2 3 4|0 1 0 |—
3 3 7|10 0 1




Inverz matrike in Gaussova eliminacija - zakljuéek

Z Gaussovo eliminacijo smo dobili inverzno matriko. Matriki

1 2 2 -9 8 -2
2 3 4 in 2 -1 0
3 3 7 3 -3 1

sta si namre¢€ inverzni, oziroma

1 2 2 -9 8 -2 -9 8 -2 1 2 2 1 0
2 3 4 o 2 -1 0 = 2 -1 0 0 2 3 4 = 0 1
3 3 7 3 -3 1 3 -3 1 3 3 7 0 0

Matrike in (enoli€no resljivi) sistemi enacb - resitev z inverzom

Sistem enacb

Il
—

X + y+ 2z

2x+ 3y+ 4z = 0
3x+ 3y+ 7z = 1
smo po sistemu Gaussove eliminacije resili
1121 100| 7 X 7
234/0|—...— | 010|-2| indobili reSitev oblike yl=1-2
337|1 001|-2 z -2

Sistem enacb

X+ y+2z =1 _ 5 _
2x + 3y + 4z = 0 lahko zapiSemo kot enacbo matrik A-X =B
3x+3y+7z =1
kjer je
112 X 1
A=1234]|, X=|ly]| inB=|0
337 z 1

Podobno kot pri Stevilih dobimo

A-X=B=— X=A"'.B




Sistem enacb
X+ y+2z
2x + 3y + 4z
3x+3y+ 7z

ob upostevanju, da je inverz matrike sistema

_ =

112 9 -1 -2
A=|123 4| enak A'=|-2 1 0],
337 -3 0 {1
torej preprosto izracunamo
X 9 -1 -2 1 7
y |=X=A7.B= 2 1 o0 0 |=| -2
z -3 0 1 1 -2
X+ y+2z =1
2x+3y+4z =0
=1

3x+ 3y + 7z




Vaja
Sistem enacb

+y +z -u=1
x -3y -2z +3u =0
X -y -z +u-=1
-X +3y +2z -2u =2

pri Cemer je
0 1 1 -1 X
A~ 1 -3 -2 3 CX- y
1 -1 -1 1 z
-1 3 2 -2 u
Ker je
10 10 X
At | PO T e [ Y oxat B
21 -10 z
01 01 u

Izracunali smo torejreSitev x =2, y =2, z=1inu=2.

zapiSemo z matrikami

A-X =B,

1
inB:0

]

2
10 1071 2
10 11 of |2
2110 1 ]1
01 01 2 2

+y +z -u-=1
x -8y -2z +3u =0
X -y -z +u-=1
-X +3y +2z -2u =2




