Linearna algebra Teden 11

Lastne vrednosti in lastni vektorji matrik, 1. del

Polona Oblak

1. NOVO DEFINIRANI POJMI

e Preden zacnete oglede predavanj, resite naslednjo nalogo
4 Naloga 1: Definirajmo Sstiri linearne preslikave ¢, (, 7,9 : R? — R%:
(@) ¢ je projekcija na z-os.
(b) ¢ je zrcaljenje cez premico y = x.
(c) n je rotacija okoli koordinatnega izhodisca.
(d) Matrika preslikave 9 v standardni bazi R? je enaka 0 3l
Za vsako od preslikav ¢, ¢, n, 9 ugotovite, ali obstaja kakSen neniceln vektor,
ki se slika v svoj veckratnik. Pois¢ite tudi ustrezne veckratnike. (Ce ne gre,
poglejte namig'}.)

- Ce ste nasli taksne vektorje linearnih preslikav ¢, ¢, 9, ki se slikajo v svoj
veckratnik, ste pravkar nasli lastne vektorje linearnih preslikav. Pripa-
dajoce veckratnike pa imenujemo lastne vrednosti preslikav. O taksnih
vektorjih in taksnih veckratnikih bo tekla beseda danes.

e Uvod, video.
e Definicije novih pojmov:

- Lastne vrednosti in lastni vektorji, video.

%2 Naloga 2: Naj bo a € R" poljuben neniceln vektor. Pokazite, da je vektor a
lastni vektor n x n matrike A = da’.

— Primer: Naj bo

(Pripadajoca linearna preslikava Z : R* — R?, ki je podana s predpisom
Z(¥) = ZZ je natanko preslikava zrcaljenja ¢ez ravnino = = 0.) Ali lahko
uganete lastne vektorje in lastne vrednosti matrike Z? (Ce ne gre, si oglejte
resitev.)

- Lastni podprostor, video.

- Lastni podprostor matrike A pri lastni vrednosti 0 je enak nicelnemu pro-
storu matrike A, video.

! sfepas ofs og g'g wfloxn ‘1- ‘1 wASnIp

‘1‘0 aozowiid po WAUL A (Npal wausia waseld A oulnu au) os ‘wal1013oa ofepedurd I ‘BIUIBINIIA

"MTujenlaa [oas A BJeyIs as I ‘el10]32a eUSIAPOQU ouxeaul] eap od 9japleu oxyel yuawrd yax YIifeiso

A YTUeDdaA [0AS A BYI[S 9U I0)3A UaqoU 3s [es ‘ele)sqo au i A J0139A Uasye) Aotowlid po wous A
1


https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=b1qqdQhOMBeMaZSSS66d8s2F
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=c2MQVZfWTCXEkKTWLZ9D1mON
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=OPVayFiKYEi5N4eaVKLjiCAe
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=s14cwMnYmP6WcUF5AXZwPaxY&jwsource=cl
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=O1buHSYOWPbnMmKOYTRXH49m

e Racunanje lastnih vrednosti:
- Kako poracunamo lastne vektorje pri znani lastni vrednosti, video?
- Kako porac¢unamo lastne vrednosti? Definicija karalkteristicnega polinoma.
video.
-~ Primer: Za matriko
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poiscite njene lastne vrednosti in lastne vektorje. Recept je sledeci:

(1) Najprej izracunajte karakteristicni polinom matrike A.

(2) Nato izracunajte lastne vrednosti matrike A kot nicle karakteristic-
nega polinoma.

(3) Za vsako od lastnih vrednosti dolocite njen lastni podprostor. Baza
vsakega lastnega podprostora vam bo dala lastne vektorje, ki pripa-
dajo tej lastni vrednosti.

(Ko boste resili, si oglejte Se mojo resitev. Pri tem morajo biti vase lastne
vrednosti enake mojim. Vendar pa lahko seveda najdete druge lastne vek-
torje v izracunanih lastnih podprostorih.)
- Povzetek, video.
e Lastnosti:
- Lastni vektorji pri razlicnih lastnih vrednostih so linearno neodvisni, video.
% Naloga 3: Za 4 x 4 matriko A naj velja rank(A — 51) = 2, rank(A — 41) =
rank(A — 3/) = 3 ter rank(A — 2I) = rank(A — I) = 4. Dolo¢ite njen
karakteristicni polinom.
- Lastne vrednosti trikotnih matrik lezijo na njeni diagonali, video.
- Lastne vrednosti matrike in njene transponiranke so enake, video.
- Produkt vseh lastnih vrednosti matrike je enak njeni determinanti, video.
%2 Naloga 4: Naj ima 4 x 4 matrika A dvojno lastno vrednost 2, enojno
lastno vrednost 1 ter determinanto enako 12. Dolocite njen karakteri-
sticni polinom.
- Vsota vseh lastnih vrednosti matrike je enaka njeni sledi. Primer racuna-
nja lastnih vrednosti 2 x 2 matrike, video.
- Lastne vrednosti potenc in inverzov matrik, video.
%2 Naloga 5: Naj bo A matrika velikosti 3 x 3, ki ima pri lastni vrednosti
1 lastni vektor Z = [1, 2, 3]" in pri lastni vrednosti —1 lastni vektor
7=1[3, 2, 1]". Izraéunajte A2"%(Z + 7).
e Oglejte si Se video 3BluelBrown, Eigenvectors and eigenvalues, Essence of
linear algebra, chapter 14.
e Zapiski predavanj, 11. teden.

2. KJE SI LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, Razdelka 6.1 in 6.2.

7
%2 (2) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Section 6.1.


https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=p1JkRjOZdWkZC7CMUMnIg1eC
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=ouqROsmLcJ9JWWYEaxFUzbZU
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=uNOsdcTMMeNaXmKSNXD95UgT
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=j2DNwUXpMfdwladNUTrBySx1
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=x2PZEZUYTFpZGmk9xaZmQ8LA
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=KBRKbAXZUNoiOJ9Qhit3gdjl
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=bwkBFkLOAakZNRHSIucEHTtC
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=y1Ws6TIbUUJQujMdiZeG4Mnm
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=T3LpQRv7abEOaJhRdQgzM8Zu
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=K1PnWWmheVJK8QDbVGd4LsZH
https://youtu.be/PFDu9oVAE-g
https://youtu.be/PFDu9oVAE-g
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/139072/mod_resource/content/1/12%20-%20Lastne%20vrednosti.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf

%2 (3) Gilbert Strang, Lecture 21: Eigenvalues and eigenvectors.

*

(4) Preberite si kaj ve¢ o uporabi lastnih vrednosti in lastnih vektorjev:
(a) Metoda glavnih smeri (PCA)
(b) Lastni vektorji spletnih iskalnikov
(c) Pixarjeve lastne vrednosti in vektorji

3. ALI RAZUMEM SNOV?

(1) Matrika A naj ima karakteristi¢ni polinom enak A,(z) = z* — z%. Izra¢unajte
rank(A + I).
(2) Naj bo A € R5%6 simetri¢na matrika z enojnima lastnima vrednostima —1 in 1,
njen rang pa je enak rank(A) = 3. Izracunajte njeno determinanto det(A).
(83) Naj bo A € R**® matrika z lastnimi vrednostmi —1, 1, % 2 in 3, za matriko
B € R pa velja det(B) = 2. Izracunajte determinanto det(AB7T).
(4) Naj bo A € R™" matrika, za katero velja A> = A. Pokazite, da je vsak vektor i =
AZ € C(A) lastni vektor matrike A. Dolocite tudi pripadajoco lastno vrednost.
(5) Naj bo A € R™*" matrika, za Katero velja A2 = A. Pokazite, da je za vsak 7 € R"
vektor 7— A lastni vektor matrike A. Dolocite tudi pripadajoco lastno vrednost.
(6) Drzi ali ne drzi? Utemeljite ali poiScite protipromer.
(@) Ce je 0 lastna vrednost matrike A, potem je A obrnljiva.
(b) Naj bo A € R™*". Ce ima linearni sistem ena¢b Az = 0 netrivialno resitev,
potem je 0 lastna vrednost matrike A.
4 (c) Ce ima matrika A lastno vrednost )\, potem ima matrika A + o/ lastno
vrednost \ + a.
(7) Aleksandra Franc: Resene naloge iz linearne algebre, 2019, Naloge 86(a), 88
(a)-(b), 93.

(Naloge, oznacene s % preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so primeri nalog

s teoreticnih izpitov. Clanki, oznaceni s %, pa dopolnjujejo obravnavano snov in Sirijo
vase znanje.)


https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-21-eigenvalues-and-eigenvectors/
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/77339/mod_resource/content/1/PCA-Tutorial-Intuition_jp.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/77338/mod_resource/content/1/image33.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/77337/mod_resource/content/1/Pixar.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la_zbirka.pdf
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