Linearna algebra Teden 10
Ortogonalnost, 2. del

Polona Oblak

1. NOVO DEFINIRANI POJMI

e Prejsnji teden je bil namenjen spoznavanju ortogonalnih vektorjev in baz. V
tem tednu pa se boste spoznali z matrikam, ki imajo ortonormirane stolpce in
njihovo uporabo (zato bo ta teden vec prakticnih in manj teoreticnih nalog):

— Matrike z ortonormiranimi stolpci, matrika projekcije, video.

- Primer: Dana je ravnina ¥ : z+y+2z = 0 v R3. Zapisite matriko P, ki pripada
pravokotni projekciji na ¥ v standardni bazi. Lahko sledite naslednjim
korakom:

(1) Izberite ortonormirano bazo {u},ws} ravnine X. (Ce ne znate uganiti,
izberite poljubna linearno neodvisna vektorja @ in b na ravnini ¥ in na
njima uporabite Gram-Schmidtov postopek.)

(2) Naj bo Q € R3*? matrika s stolpcema w; in .

(3) Matrika projekcije na ¥ je P = QQ".

(Ce se vam v kaksnem koraku zatakne, lahko pogledate pomo¢. Pri tem ne
sledite slepo moji izbiri vektorjev. Ne glede na to, kako boste izbrali zacetna
vektorja @ in b, bi morali na koncu priti do iste matrike P. Poskusite.)

- Ortogonalna matrika, video.

4 Naloga 1: Ce je Q € R™" ortogonalna matrika, potem pokazite, da je

1Qz|[ = [|Z]
za vsak 7 € R".
¢ OR razcep matrike
- Razcep, video.
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— Primer: Poiscite QR razcep matrike A = | 1 0 |. (Resitev.)
0 1

- Nadaljnje variante QR razcepa, video.
e Predoloceni sistermi

- Kaj so sploh predoloceni sistemi? video.

- Najboljsi priblizek resitve predolocenega sistema po metodi najmanjsih
kvadratov, video.

- Poglejte si lepSo in gibljivo sliko, kaj je najboljsi priblizek predolocenega
sistema po metodi najmanjsih kvadratov. Woliram Demonstrations Project.

- Primer: Dolocite premico v R?, ki se najbolj prilega tockam A(1,1), B(0,0),
C(2,0) in D(—1,2). (Resitev.)

- Kaj pa v primeru, ko je predoloceni sistem podan z matriko polnega ranga?

video.
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https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=p1mYZXUb9HeZTbGNfe2oQAVb
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=k1PVERQLYoVfkG4OmB2cGHW9&jwsource=cl
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=g1gJRYWetLZUfe6IaaYwgnXO
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=YLEGoVCZQ5WYNVMNuoVE1NTb
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=s1pVXEcuQhLOLMSaHTVmKVea
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=R1DVNZhZdoOoCnqXom0bYg0k
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=v2fkccZfHshX8kcPRqrgzyvf
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=s1s3mNKTGkRJZhNeLZgoxWG8
https://demonstrations.wolfram.com/LeastSquares/
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=Z2NXnVmGRsXbsbSWZR1bMUhN
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=p1JxnxOenhNhLX6fnU0IEwGK

e Zapiski predavanj, 9. in 10. teden.

2. KJE SI LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, Poglavje 4
(2) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Section 4.
(3) Gilbert Strang, Video Lectures:

(a) Lecture 15: Projections onto subspaces.

(b) Lecture 16: Projection matrices and least squares.

(c) Lecture 17: Orthogonal matrices and Gram-Schmidt

3. ALI RAZUMEM SNOV?
(1) Dani sta matriki

R(p_{cgsgo —s1n<p} in Z@_{cpsg@ sin ]
sinp cosp sinp —cosy

%2 (a) Pokazite, da sta matriki A in B ortogonalni za vsak ¢ € R.
% (b) Kaj predstavljata linearni preslikavi Rz, Zx : R* — R?, podani z
'R%(x) = Rgﬂ? mn Zg((ﬂ) = Z%ZC?
*x (c) Kaj predstavljata linearni preslikavi R, Z, : R? — R?, podani z
R,(%) = R,Zin Z,(%) = Z,27?
% (2) Zapisite primer matrike, ki ima paroma ortogonalne stolpce, vendar ni ortogo-
nalna matrika.
%2 (3) Drzi ali ne drzi? Utemeljite ali poiScite protipromer.
(a) Ce je P matrika, katere stolpci so paroma ortogonalni, velja P~! = P7.
(b) Ce je nenicelni vektor i € R" pravokotna projekcija vektorja # € R" na
vektorski podprostor U C R", potem sta vektorja 7 in i pravokotna.
(c) Ce so stolpci matrike U € R™*" normirani vektorji in tvorijo ortogonalno
mnozico, potem je UUT pravokotna projekcija vektorja # na C(U).
(d) Ce je A € R™" in b € R™, Kjer m > n, potem linearni sistem A7 = b nima
reSitev.
(e) Ce je matrika A € R™ " ranga n in m > n, potem je najboljsa resitev sistema
AT = b po metodi najmanijsih kvadratov enaka 7 = (ATA) 1 ATb.
%2 (4) Aleksandra Franc: Resene naloge iz linearne algebre, 2019, 6. poglavje.
(Naloge, oznacene s % preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so primeri nalog

s teoreticnih izpitov. Naloga, oznacena s x, dopolnjuje obravnavano snov in Siri vase
znanje.)


https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/139008/mod_resource/content/2/10%20-%20ortogonalnost.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-15-projections-onto-subspaces/
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-16-projection-matrices-and-least-squares/
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-17-orthogonal-matrices-and-gram-schmidt/
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la_zbirka.pdf
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