Linearna algebra Teden 5
Vektorski podprostor v R"

Polona Oblak

1. NOVO DEFINIRANI POJMI

¢ Se nekaj lastnosti matri¢nih operacij in inverzov matrik, video.
- Ce je A € R™", potem so naslednje trditve ekvivalentne:
(1) A je obrnljiva.
(2) rank(A) =
(3) Homogeni sistem Azr = 0 ima le trivialno resitev 7 = 0.
(4) Za vsak vektor b € R” ima sistem A7 = b natanko eno resitev.
- Inverz transponirane matrike (in transponiranka produkta matrik), video.
— Za obrnljivi matriki A, B € R™" velja
(1) (A7) " =4,
(2) (AB) ' =B1AY,
3) (AB)" = BTAT,
(4) (AHT = (A7)
4 Naloga 1: Ce sta kvadratni matriki A, B € R"™" obrnljivi in velja (AB)? =
A?2B?, potem pokazite, da matriki A in B komutirata (AB = BA).
- Matri¢no mnozenje je distributivno. Tega na predavanjih nismo pokazali,
a se lahko prepricate sami (z dokazom, da so posamezni elementi leve in
desne strani enakosti enaki):

A(B+C)=AB+ AC in (A+ D)C = AD + DC

za A, D e R™*", B, C' € R"*P,
e Vektorski podprostor
- Definicija vektorskega podprostora v R", video.

* Primer: Ali je mnozica A4 = {[x Yy -y —x}T; x,y € R} C R* vektorski
podprostor v R*? (Resitev.)

- Ekvivalentna definicija vektorskega podprostora, video.
*x Za dano matriko A € R™*" je mnozica

N(A) = {# € R*; AT =0}
vektorski podprostor v R”. Ta prostor imenujemo nicelni prostor ma-
trike A (in je zelo pomemben prostor, ki ga bomo srecevali skozi cel
semester).
11 2 1
+ Primer: Izracunajte nicelni prostor matrike |—-1 -1 -2 —1| € R¥4.
2 2 4 2
(Resitev.)


https://video.arnes.si/watch/s1fDLhJegAhA
https://video.arnes.si/watch/0f2xr0n299s2
https://video.arnes.si/watch/LrP9eWYIYela
https://video.arnes.si/watch/R1iMXULTeZaL
https://video.arnes.si/watch/w1OhSL8oczjO
https://video.arnes.si/embed/b1MMUWUWTCYD?t=14s

4 Naloga 2: Utemeljite, zakaj mnozica B = {[a a? b]T; a,be R} C R® ni

vektorski podprostor v R? (éeprav vsebuje 0).
4 Naloga 3: Kaj mora veljati za a, b, ¢,d € R, da bo ravnina ¥ v R3, podana
z enacbo ax + by + cz = d, vektorski podprostor v R3?
- Linearna ogrinjaca, definicija in primeri, video.
- Linearna neodvisnost
« Definicija, video.
%2 Naloga 4: Naj bodo vektorji a, b in ¢ linearno neodvisni. Pokazite, da
so linearno neodvisni tudi vektorji @ + b, b+@in @+ c.
— Zapiski predavanj 2019/20, 5. teden in Zapiski predavanj 2019/20, 6.
teden.

2. KJE SI LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Polona Oblak: Vektorski prostor in podprostor, Poglavje 1.

(2) Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, Razdelek 3.1.

(3) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Section 3.1.

(4) (Za zahtevnejSe bralce) Vektorski prostor lahko definirate tudi bolj algebra-
icno. Pokukajte v ucbenik Tomaza Kosirja: Linearna algebra, za definicijo in
lastnosti vektorskih prostorov poglejte v poglavje VI. Vecino pojmov, ki so vam
tuji, boste nasli v poglavju V.

*

3. ALI RAZUMEM SNOV?

4(1) Ce sta A in B obrnljivi n x n matriki, katere od naslednjih trditev so resniéne?

(@) (A1) 1 =4 (@ (A% = (A7)’
b) (ad)t =141 (e) AB je obrnljiva
() (AB)"'=A"'B~! (f) A+ B je obrnljiva

4(2) Drzi ali ne drzi?

(@) Naj bosta A € R™" in B € R"*" obrnljivi matriki. Za vsako C' € R"*" ima
enacba AXB~! = C natanko eno resitev.

(b) Za vsako 4 x 4 matriko, ki ima zadnjo vrstico enako prvi, velja, da ni obrn-
ljiva.

(c) \J/saka zgornje trikotna matrika je obrnljiva.

(d) Ce je matrika A obrnljiva, ima sistem A7 = b neskonéno resitev.

(e) Ce je vektor b pravokoten na vse stolpce matrike A, potem je sistem AZ = b
resljiv.


https://video.arnes.si/watch/n18YUphsDtRE
https://video.arnes.si/watch/a1qrWTOQfVoU
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/172225/mod_resource/content/1/Vektorski%20prostor.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/172325/mod_resource/content/1/Vektorski%20prostor2.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/172325/mod_resource/content/1/Vektorski%20prostor2.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/100159/mod_resource/content/2/vp.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
https://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/0607/linalg.html
https://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/skripta/vektorski.pdf
https://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/skripta/strukture.pdf

3

() Matrika A € R™" je simetri¢na, ¢e velja A = AT. Ce je simetricna matrika
obrnljiva, potem je tudi njen inverz simetricna matrika.
(g) Naj bo matrika A € R™™" obrnljiva. Ali obstaja obrnljiva matrika X € R™*",
za katero velja AXA+ A =0?
(h) Ravnina v R?, podana z enacbo = + 2y + 32 = 4, je vektorski podprostor v R3.
(i) Ce so z,y,z € R? linearno odvisno vektorji, potem je linearna ogrinjaéa
L{z,y, z} ravnina v R? skozi koordinatno izhodisce.
%(3) Katere od naslednjih mnozic so vektorski podprostori v R"?
(@) Vsi vektorji dolzine 1.
(b) Vsi vektorji, ki so pravokotni na vektor [1, 2, 0, ...,0].
(c) Vsi vektorji, ki niso kolinearni vektorju [1, 2, 0, ...,0].
(d) Vsi vektorji, ki so kolinearni vektorju [1, 2, 0, ...,0]%.
(e) Vsi vektorji, katerih prva komponenta je nenicelna.
() Vsi vektorji, katerih prva komponenta je nicelna.
%(4) Naj bo @ € R" poljuben neniceln vektor.
(a) Pokazite, da je matrika @a' simetricna matrika.
(b) Pokazite, da je matrika ¢a' matrika ranga 1.
%%(5) Naj bosta U in V vektorska podprostora v R". Pokazite, da je tudi U NV
vektorski prodprostor v R".
4(6) Aleksandra Franc: Resene naloge iz linearne algebre, 2019, Naloge 55 (a,b),
59(a), 68 (a).

(Naloge, oznacene s % preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so primeri nalog s
teoreticnih izpitov. Naloga, oznacena s %% pa je malce bolj zahtevna.)


http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la_zbirka.pdf
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