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Kaj je relacija
MnoZica R je (dvomestna) relacija, &e je vsak njen element urejen

par.
R je relacija. <= Vx € R3u,v : x = (u,v)

MnoZica R je (dvomestna) relacija v mnoZici A, &e je R C A x A.



Zgledi
1. A={a,b,c,d} R ={(a,b),(b,c),(c,d),(c,a)}
2. A=N R={(x,y);x,y e NAx <y}

3.0 CAxA

4. AXACAXA

5. ida = {(x,x) ; x € A}
Namesto (x,y) € R pisemo xRy.

Domena in zaloga vrednosti

Naj bo R relacija v A.
Dr ={x;3dy: xRy} domena ali definicijsko obmo¢je relacije R.
Zr ={y; dx: xRy} zaloga vrednosti relacije R.



Lastnosti relacij

Naj bo R relacija v A. Pravimo, da je
1. R refleksivna <= Vx € A : xRx

R simetri¢na <= Vx,y € A: xRy = yRx

R antisimetricna <= Vx,y € A: xRy A\yRx = x =y
R tranzitivna <= Vx,y,z € A: xRy A\ yRz = xRz

R sovisna <= Vx,y € A: x # y = xRy V yRx

R enolicna <= Vx,y,z€ A: xRy AxRz =y =~z
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Lastnosti relacij, zgledi

R refleksivna <= Vx € A : xRx

R simetricna <= Vx,y € A: xRy = yRx

R antisimetricna <= Vx,y € A: xRy A\yRx = x =y
R tranzitivna <= Vx,y,z € A: xRy N\ yRz = xRz

R sovisna <= Vx,y € A: x # y = xRy V yRx

AR o

R enolicha <— Vx,y,z€ A: xRy AxRz =y ==z

Katere lastnosti imajo relacijeidg v A, < v N, < Vv N, CvPA,
“o¢e” v mnozici ljudi?



Operacije z relacijami
Relacije so posebne vrste mnoZic. Vemo, kako so definirane

operacije U, N in \.
Ponavadi se pogovarjamo o druZini relacij na isti mnozici A. V
takem primeru je komplement smiselno definirati kot

RE:=(Ax A)\R=Us\R

Operacije z relacijami
Poleg navedenih operacij definiramo tudi:
» inverzno relacijo relacije R, ozna&imo jo z R~!:

R :={(y,x);(x,y) € R}

» produkt relacij R in S, ozna¢imo ga z R x S:

R« S :={(x,z);dy (xRy A y5z)}



Operacije z relacijami
Zgled: sorodstvene relacije med ljudmi
Relacija ofe v mnoZzici ljudi je definirana kot
xoley < x je ole y-ona..

Naloga: lzrazi relacije roditelj, zet, snaha, ded, vnuk, tasca, svak z
“bolj elementarnimi” sorodstvenimi relacijami ole, mati, sin, h¢i,
moZ, Zena, ...

Lastnosti operacij z relacijami
Naj bodo R, S, T relacije na A.

L. (RHY1=R

2. (R+xS) t=5"1xR1

3. (R¥S)«xT=R«+x(SxT)=R«xSxT

4. Rx(SUT)=R+«SURxT

5. (RUS)* T=R+«TUS*T

6. Rxidg =idgx R =R

7. RCS = R+«TCS*«T in T+RCT=xS



Grafi¢na predstavitev relacije
R naj bo relacija v koné¢ni mnoZici A.

Elemente mnoZice A nariemo kot tocke v ravnini. Ce velja aRb,
nariS$emo usmerjeno puscico od a do b.

elementi A ... tolke v ravnini

aRb ... usmerjena pusdica od a do b.

Zgled: A= {a,b,c,d} R ={(a, b), (b, c),(c,d),(c,a)}

Graf in lastnosti relacij

Kako iz grafa relacije R preberemo njene lastnosti?



Potence relacij

Zaradi asociativnosti mnoZenja relacij lahko definiramo potence
relacij. Naj bo R C A x A.

RO = idA
Rl = R"xR, & je n>0.
Velja R'! =R, R2=R%R, terzam,n >0 tudi R™ %« R" = R™*+",

Potence relacij

Definiramo lahko tudi potence z negativnimi eksponenti, e je
n > 0, potem je
R™":=(R71)"



Potence relacij
Zgled: sorodstvene relacije med ljudmi

Naloga: definiraj relacije prednik, potomec, sorodnik.

Ovojnice
Naj bo R relacija v A.

Relacijo R™ imenujemo tranzitivna ovojnica relacije R in jo
definiramo s predpisom

Rt = G R*
k=1

Relacijo R* imenujemo tranzitivno-refleksivna ovojnica relacije R in
jo definiramo s predpisom

R* — [j Rk
k=0



Algebrai¢na karakterizacija lastnosti relacij
Naj bo R relacija v A. Relacija R je

1.

S

R refleksivna <= idag C R

R simetri‘na <—= R~1 =R

R antisimetri¢na <= R™1N R Cidy
R tranzitivna <— R* C R

R sovisna <— idaURUR™! = U,
R enolitna <= R™1 %« R Cidx

Ekvivalen¢na relacija

R C A X A je ekvivalen¢na, Ce je

» refleksivna,

» simetri¢na In

» tranzitivna.



Ekvivalen¢na relacija
Zgledi:
1. Relacija || vzporednosti v mnoZici vseh premic v ravnini.
2. A={ljudje}, xRy <= x ima enako barvo o¢i kot y.

3. Naj bo m e N, m > 2. Definirajmo relacijo R v mnozici Z:

xRy <= mdeli [x — y|

Ekvivalenéni razredi

Naj bo R C A x A ekvivalen¢na in x € A.
R[x] = {y € A; yRx} je ekvivalen&ni razred elementa x.

A/R = {R|[x] ; x € A} (mnoZica vseh ekvivalen&nih razredov) je
faktorska (kvocientna) mnoZica mnozice A po relaciji R.



Ekvivalenéni razredi, razbitje

Trditev
Naj bo R ekvivalen¢na relacija na A. Potem za poljubna x,y € A
velja

R[x] = Rly] <= xRy
|zrek
Naj bo R ekvivalen&na relacija na A. Potem je A/R razbitje
mnoZice A.

Zgledi faktorskih mnoZic

“premice v ravnini” / “vzporedne premice’ =
» {{navpi&ne pr.}, {vodoravne pr.}, {pr. pod kotom 45°}, ...} =
“mnoZica vseh smeri v ravnini" = [—7/2,7/2)



Relacije urejenosti
Naj bo R relacija v mnoZici A.
R delno ureja A, &e je
1. refleksivna,
2. antisimetri¢na in
3. tranzitivna.

R linearno ureja A, &e
1. R delno ureja Ain je
2. R sovisna.

| Y - - [ | I N r_1 - L - 1"

Relacije urejenosti
Zgledi:
» C delno ureja vsako druZino mnoZic.
> | (deljivost) delno ureja {1,2,3,...}.
» < linearno ureja N, Z, Q, R.



Hassejev diagram
Naj bo A delno urejena z relacijo < in naj bosta x,y € A:

X<y <= x<yinVze A:(x<z<y=z=xVz=y)

Pravimo, da je y je neposredni naslednik x-a in
x neposredni predhodnik y-a.

Hassejev diagram

Hassejev diagram je slikovni prikaz delne urejenosti.
Naj bo A delno urejena z relacijo <

elementi A ... tocke v ravnini

a<-b ... anariSemo niZje od b in ju povezemo z daljico.
x < y velja natanko tedaj, ko lahko v Hassejem diagramu pridemo
od x do y po vzpenjajoli se poti.



Hassejev diagram

Zgledi:
» A=1{1,2,3,4,5,6}, relacija deli.
» C v mnozici P{1,2,3}.
» < v mnoZici naravnih Stevil.

» deli v mnozici deliteljev Stevila 60.

Preslikave

Relacija f C A x B je preslikava iz A v B, &e velja:
» f je enoli¢na
» Dr=A
» (Zf C B)

Pisemo tudi f : A — B.



Preslikave

Naj bo f preslikava iz A v B.
Namesto x f y pisemo y = f(x).

» A=D¢ ... domena ali definicijsko obmo¢je f
» Zf ... zaloga vrednosti f
» B ... kodomena f

Za mnozico preslikav iz A v B uporabljamo oznako

BA={f;f:A— B}

Lastnosti preslikav

Naj bo f : A— B. Pravimo, da je
> f injektivna, &e Vx,y € A: (f(x) = f(y) = x =y)

> f surjektivna, ¢e Z¢ = B (pravimo tudi, da je f preslikava iz
A na B)

» f bijektivna, Ce je injektivna in surjektivna.



Zgledi

» ida : A — A, identiteta na A
ida(x) = x, je bijektivna
> pi: Al X --- X A, — A, projekcija na i-to komponento
pi((a1,--.,an)) = a;, je surjektivna
> Al g A, | = idA|A
i1 A1 = A,i(x) = x je injektivna , vioZitev A1 v A
» R C A Xx A ekvivalentna, p: A— A/R
p(x) = R[x] je surjektivna , naravna projekcija
» ACB, xa: B—{0,1}

(x) = 1,xe A
XA =L o,xg A
karakteristi¢na funkcija mnoZice A (v B)

» (), prazna preslikava
D:0—B

Inverzna preslikava

Vprasanje: Kdaj je f~! preslikava?

Trditev

f:A—> B
1. f~1 je enolina natanko tedaj, ko je f injektivna,
2. f~1: B — A natanko tedaj, ko je f bijektivna.



Kompozitum preslikav
Naj bo f CAx Bin g C B x C. Definirajmo

gof=1Fxg
V tem primeru je f x g C A X C.

Denimo,da f : A— B in g : B — C. Potem
z=(gof)(x) ~ x(fxg)z ~ Ty : (xfy A\ ygz) ~

~ dy :(y=Ff(x)Anz=g(y)) ~ z=g(f(x))

Lastnosti kompozituma

Trditev
Naj bo f : A— B. Potem je

fOidA:idBOf:f



Lastnosti kompozituma
Trditev
f:B—~C,g:A—B
1. f,g injektivni => f o g injektivna
2. f, g surjektivni —> f o g surjektivna
3. f o g injektivna => g injektivna
4. f o g surjektivna =—> f surjektivna

Lastnosti kompozituma

Trditev
Najbof:B—A g:A—B. Cejefog=idaingof =idg,
potem sta f in g bijekciji in je g = 1.
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